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Sommario
Lo scopo del presente lavoro e` l’implementazione e la valutazione di un siste-
ma di controllo dell’assetto di una vela solare quadrata di medie dimensioni,
in modo tale da garantire il corretto orientamento della vela durante la sua
missione.
Il sistema di controllo in esame prevede l’utilizzo di alcune superfici riflet-
tenti controllabili (specchi), situate ai vertici del quadrato. La valutazione del
sistema di controllo e` stata condotta mediante alcune simulazioni numeriche
in cui si effettuano determinate rotazioni della vela.
L’obiettivo finale e`, da un lato, quello di determinare le prestazioni del
sistema di controllo, valutato in funzione del tempo necessario per il rialline-
mento; dall’altro fornire l’orientamento temporale degli specchi per compiere
la rotazione.
Nel primo capitolo sono brevemente spiegati i concetti fondamentali ri-
guardanti le vele solari e i loro metodi di controllo. Nel secondo e terzo, il
problema e` stato modellizzato secondo le approssimazioni introdotte; e` stata
quindi descritta la dinamica del sistema e la strategia di controllo.
Nel quarto si e` brevemente illustrato l’algoritmo di calcolo utilizzato per
effettuare tutte le simulazioni. I risultati sono ampiamentie illustrati nel
successivo capitolo, per le simulazioni ritenute piu` significative.
I risultati ottenuti, valutati nell’ambito del contesto utilizzato, sono rite-
nuti soddisfacenti: ad esempio per una vela posta a 0.4 AU, sono necessari
circa 2000 secondi (33 minuti) per effettuare le rotazioni di interesse, equiva-
lente a circa lo 0.03 % del periodo di rotazione. Risultati positivi sono stati
ottenuti per una vasta serie di simulazioni, anche per distanze superiori dal
Sole.
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Capitolo 1
Introduzione
1.1 Introduzione alle vele solari
Tutte le tipologie di propulsione spaziale sono regolate dalla terza legge di
Newton, il principio di azione-reazione. I metodi convenzionali, quali i motori
elettrici, i razzi a combustibile solido o liquido, i motori ionici, generano una
spinta dall’espulsione ad alta velocita` di carburante. L’utilizzo di questi
sistemi propulsivi richiede quindi di trovare un compromesso tra la necessita`
di ridurre la massa del sistema e quella di stoccare piu` propellente possibile
all’interno della sonda spaziale.
Attualmente l’unico sistema propulsivo che non richiede l’utilizzo diretto
di propellente sono le vele solari. Infatti il loro principio di funzionamento,
anche se ovviamente e` regolato dalla terza legge di Newton, sfrutta una risorsa
presente nello spazio: la luce solare.
La quantita` di moto associata alla luce viene ceduta alla vela, andando
a generare quella che viene comunemente definita pressione di radiazione, in
analogia alla pressione meccanica esercitata da un fluido. Sfruttando i fotoni
incidenti le vele solari modificano pertanto la propria quantita` di moto. Ri-
sulta chiaro come, utilizzando questi sistemi propulsivi a bassa spinta che non
richiedono carburante, la forza ottenibile sia piccola rispetto alla forza otte-
nibile con propulsori tradizionali. Come ordine di grandezza, una vela di un
chilometro quadrato ad una distanza 1 AU dal Sole, genera una forza teorica
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massima di 9 Newton. Tuttavia tale forza, anche se piccola rispetto alle forze
ottenibili con propulsori tradizionali, risulta essere continuamente applicata
senza dispendio di massa; l’applicazione continua di questa forza permette
di modificare la traiettoria della vela attorno al Sole, fino a raggiungere le
condizioni di velocita` richieste per il completamento della missione.
L’utilizzo di vele solari sembra particolarmente adatto a quella tipologia
di missioni che richiedono elevate variazioni di velocita` e non necessitano di
tempi di trasferimento brevi. La possibilita` di avere a disposizione una spinta
continua permette inoltre di analizzare tutta una nuova categoria di missioni
che non risultano possibili con altri sistemi propulsivi [1]. Ad esempio se il
rapporto spinta-massa della vela e` sufficientemente elevato, e` possibile man-
tenere la vela su un’orbita non-kepleriana, come illustrato in fig. 1.1 a titolo
esemplificativo.
Teoricamente l’accelerazione di una vela solare puo` durare per un tempo
arbitrariamente lungo. In realta` vi sono dei limiti fisici in quanto il valore
Sole Orbita
terrestre
Figura 1.1: Esempio di orbita non kepleriana che e` possibile ottenere
utilizzando una vela solare.
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della pressione di radiazione decresce all’aumentare della distanza dal Sole,
rendendo la spinta praticamente trascurabile oltre una certa distanza.
Inoltre una superficie estesa come puo` essere una vela solare, e` soggetta
nello spazio ad un continuo degradamento dovuto a vari fattori. Gli impatti
di micro-meteoriti presenti possono causare deterioramenti locali. La ra-
diazione ultravioletta puo` danneggiare alcuni substrati di materie plastiche,
indebolendo la superficie principale e riducendo il tensionamento della vela.
Questi fenomeni hanno come immediata conseguenza una diminuizione del-
l’efficienza della vela, ed e` pertanto necessario tenerli in considerazione nella
progettazione di missioni che necessitano di tempi di trasferimento molto
lunghi.
Al fine di ottenere le condizioni richieste per il completamento della mis-
sione e` necessario controllare durante tutta la fase di spinta sia la direzione
che il valore della forza applicata alla vela. Come sara` illustrato nei prossi-
mi paragrafi, direzione e modulo della forza sono direttamente connessi con
l’orientamento della vela rispetto alla posizione del Sole. Un ruolo cruciale e`
quindi rivestito dal controllo dell’assetto della vela durante il suo moto.
1.1.1 Configurazioni delle vele solari
Prima di analizzare le strategie di controllo, verranno brevemente passate
in rassegna le tipologie di vele solari.
Il parametro fondamentale per una vela e` rappresentato dal rapporto tra
la spinta che puo` generare e la sua massa. Al fine di rendere quando piu`
elevato possibile tale rapporto, nella progettazione di una vela l’obiettivo e`
quello di ottenere un’ampia superficie riflettente sostenuta da una struttura
portante leggera [1]. Per avere una buona efficienza e` inoltre richiesto che la
superficie si mantenga piana, ovvero che la struttura portante garantisca un
opportuno tensionamento della superficie riflettente.
Fissati questi obiettivi sono state proposte alcune configurazioni geome-
triche che verranno brevemente illustrate.
Una prima soluzione e` rappresentata da una vela di forma quadrata. Ge-
neralmente sono presenti quattro alberi posti sulle semidiagonali del quadrato
3
CAPITOLO 1. INTRODUZIONE
che suddividono la superficie riflettente in quattro triangoli. Il carico utile e`
fissato alla parte strutturale, che ha il compito di sostenere e mantenere in
tensione la superficie riflettente.
Visto che i quattro alberi contribuscono sensibilmente all’aumento della
massa, una soluzione alternativa consiste nel mantenere in tensione la ve-
la tramite la lenta rotazione intorno ad un asse. In questa configurazione,
denominata “heliogyro”, la superficie riflettente e` formata da una serie di
lunghe pale fissate ad un mozzo centrale. In realta` dal momento che le pale
di un heliogyro richiedono degli irrigidimenti per trasmettere i carichi radiali,
l’efficienza di tale soluzione e` paragonabile con quella della prima soluzione.
Un compromesso tra queste due diverse soluzioni e` rappresentato da una
vela di forma circolare, che viene sempre mantenuta in tensione da un lenta
rotazione. In questo modo si riduce la lunghezza delle pale e di conseguenza
i carichi radiali associati. Per fornire rigidezza alla vela puo` essere necessario
l’inserimento di alberi radiali, che risultano tuttavia piu` leggeri rispetto alla
vela di forma quadrata in quanto non devono mantenere i tensione la vela
(fig. 1.2).
1.1.2 Metodi di controllo delle vele solari
In funzione della configurazione geometrica scelta, si possono individuare
diversi sistemi di controllo dell’assetto, sia passivi che attivi.
Tuttavia una stabilizzazione passiva, come una stabilizzazione a spin,
risulta difficilmente applicabile, in quanto sono spesso richieste manovre per
Figura 1.2: Rappresentazione schematica delle diverse configurazioni delle
vele solari.
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modificare la direzione e il modulo della spinta, e quindi l’orientamento della
vela [2, 3].
Risulta invece piu` appropriato un controllo attivo dell’assetto della vela.
In quest’ottica i metodi standard, quali ad esempio un sistema di ruote di
reazione o un sistema di propulsori a bassa spinta, per quanto possibili, risul-
tano poco efficienti in quanto innalzano sensibilmente il valore della massa
totale, parametro critico di progetto. Inoltre le dimensioni di una vela so-
no spesso significative; di conseguenza ad un basso valore della massa non
corrisponde un altrettanto basso valore dei momenti d’inerzia.
Per risolvere i problemi appena esposti sono stati ricercati sistemi di
controllo alternativi specifici per le vele solari.
Una prima soluzione consiste nello sfruttare la forza esercitata sulla vela
come forza in grado di esercitare anche una coppia esterna. Montando op-
portunamente una massa, come ad esempio il carico utile, su un’asta che puo`
avere un moto relativo rispetto alla vela (gimbaled control boom) e` possibile
modificare la posizione del centro di pressione rispetto al centro di massa.
Andando a calcolare la coppia esterna applicata, la forza esercitata dalla
pressione di radiazione, applicata nel centro di pressione, ha un braccio non
nullo e quindi puo` fornire la coppia di controllo richiesta.
Alternativamente e` stato proposto un sistema di controllo che prevede la
presenza di alcune piccole superfici riflettenti aggiuntive poste all’estremita`
della vela. Queste superfici riflettenti, utilizzando loro stesse la pressione di
radiazione, esercitano una forza utile e, in funzione del loro posizionamento
rispetto al centro di massa, una coppia esterna utilizzabile per il corretto
orientamento della vela e per effettuare manovre di rotazione.
Ovviamente i metodi proposti presentano vantaggi e svantaggi riguardo
gli aspetti cruciali di un sistema di controllo, quali la controllabilita`, il grado
di precisione, il tempo di risposta, etc. . . I due metodi sopra citati non si
escludono reciprocamente e sono state anzi proposte strategie di controllo
caratterizzate da una maggiore complessita`, che li sfruttano entrambi, insie-
me a sistemi aggiuntivi quali pannelli che possono traslare e ruotare e sistemi
di modulazione della riflessione.
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1.2 Modellazione della pressione di radiazio-
ne
Prima di andare a trattare nel dettaglio il problema del controllo di assetto
e` opportuno delineare il principio alla base del funzionamento delle vele solari.
Come detto precedentemente la pressione di radiazione e` dovuta al tra-
sferimento della quantita` di moto dai fotoni incidenti su una sucerficie. Dalla
legge di Planck, un fotone ad una frequenza ν trasporta un’energia E data
da:
E = hν
dove h e` la constante di Planck. Inoltre dalla conversione massa-energia della
relativita` ristretta, per un corpo in movimento l’energia e`:
E2 = m20c
4 + p2c2
in cui c, m0 e p sono rispettivamente la veloctia` dela luce nel vuoto, la massa
a riposo e la quantita` di moto del corpo. Per un fotone, che ha massa a
riposo nulla, la precedente equazione si semplifica in
p =
E
c
Consideriamo il flusso di fotoni emessi dal Sole. Definendo il flusso di
energia W come l’energia che attraversa l’unita` di area nell’unita` di tempo,
si puo` esprimere W in funzione della distanza r dal Sole e della luminosita`
del Sole LS:
W =
LS
4pir2
L’equazione precedente e` valida se si considera la sorgente solare puntiforme.
Questa si puo` considerare una ragionevole approsimazione se ci troviamo ad
una distanza grande rispetto al raggio del Sole RS. Altrimenti e` necessario
tenere conto della dimensione finita della superficie solare, come riportato in
[1]. L’errore commesso sul valore della pressione di radiazione approssimando
il Sole come sorgente puntiforme e` minore dello 0.25 % ad una distanza di
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10 RS e minore dello 0.0025 % a 100 RS, che corrisponde ad una distanza
pari a circa 0.05 AU. Considerato che le vele solari non raggiungono solita-
mente distanze inferiori a 0.2 AU1, tale approssimazione risulta ampiamente
giustificata.
L’energia trasportata attraverso una superficie di area A perpendicolare
al flusso di fotoni in un tempo ∆t e`:
∆E = WA∆t
Definendo la pressione di radiazione PS come la quantita` di moto trasportata
per unita` di tempo e unita` di superficie e utilizzando le equazioni precedenti
si ricava:
PS =
1
A
∆p
∆t
=
W
c
=
LS
4picr2
il cui andamento e` riportato in fig. 1.3
Per determinare la forza esercitata dalla pressione di radiazione su una
superficie, ipotizziamo che questa sia perfettamente riflettente. La forza eser-
citata e` determinata da due contributi, uno dovuto ai fotoni incidenti e uno
ai fotoni specularmente riflessi. Indichiamo con n, ni e nr rispettivamente il
versore normale alla superfice, il versore dei raggi incidenti e di quelli riflessi
si ha:
F i = PSA (ni · n)ni F r = −PSA (nr · n)nr
in cui A (ni · n) rappresenta la proiezione di A nella direzione di ni. La forza
totale e` esprimibile da:
F = F i + F r = 2PSA (ni · n)2n
L’equazione precedente fornisce la forza esercitata dalla pressione di radiazio-
ne su una superficie perfettamente riflettente. Se tale approssimazione non si
puo` ritenere valida, e` necessario utilizzare modelli piu` complessi che tengano
in considerazione le caratteristiche ottiche della superficie della vela, come
riportato sempre in [1].
1Ad una distanza inferiore di 0.2–0.3 AU nascono problemi termici, dovuti ad una
degradazione della superficie riflettente a causa dell’elevata temperatura.
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Figura 1.3: Valore della pressione di radiazione in funzione della distanza dal
Sole.
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Figura 1.4: Direzione dei versori dei raggi incidenti, dei raggi riflessi e della
vela (caso di riflessione speculare).
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Per i fini qui considerati si terra` conto delle caratteritiche reali della su-
perficie riflettente semplicemente inserendo un coefficiente di spinta totale
della vela η:
F = ηPSA (ni · n)2n (1.1)
Il coefficiente η e` uguale a 2 per superfici perfettamente riflettenti, altrimenti
e` compreso tra 0 e 2. Attravero il coefficiente η non si modifica la direzione
della forza esercitata ma solo il valore della spinta.
1.3 Formulazione del problema
L’obiettivo di questo lavoro e` quello di analizzare un sistema di controllo
di una vela solare quadrata di medie dimensioni. Il sistema di controllo si
basa su quattro piccole superfici riflettenti triangolari, successivamente deno-
minate specchi, poste sui vertici del quadrato. Queste superfici di controllo,
utilizzando loro stesse la pressione di radiazione dei raggi solari, se opportu-
namente orientate, possono fornire la coppia necessaria per il controllo attivo
della vela.
Le caratteristiche di questo sistema di controllo sono state valutate me-
diante alcune simulazioni in cui si e` ipotizzato di voler ruotare la vela da
una configurazione iniziale ad una configurazione finale. In questo modo si
e` ottenuto, da un lato, il tempo necessario ad un generico riallineamento,
dall’altro, la storia temporale dell’orientamento dei singoli specchi.
Per semplificare le simulazioni si e` ipottizato che la vela si trovi su un’or-
bita circolare attorno al Sole. Anche se i risultati ottenuti sono validi per
orbite circolari, risulta evidente che tale sistema di controllo possa essere
utilizzato, con eventuali modifiche, anche per orbite non circolari. Infatti
dall’analisi dei risultati si osservera` che il tempo necessario per effettuare un
riallinemento e` in generale molto inferiore rispetto al tempo caratteristico del
moto intorno al Sole (periodo orbitale della vela). Quindi durante la rota-
zione non si avranno variazioni della distanza dal Sole tali da rendere non
estendibili ad altre tipologie di orbite i risultati ottenuti per orbita circolare.
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Modellazione del problema
2.1 Sistemi di riferimento
Al fine di poter derivare le equazioni che descrivono la dinamica dell’as-
setto della vela in orbita attorno al Sole, risulta conveniente introdurre alcuni
sistemi di rifermiento [4]. Nello specifico sono state considerate le tre seguenti
terne:
 TI (O;xI, yI, zI) e` un sistema di riferimento inerziale fisso e ha origine
nel centro di massa del Sole O;
 TO (C;xO, yO, zO) e` la terna orbitale e ha origine nel centro di massa
della vela C;
 TB (C;x, y, z) e` la terna solidale al corpo con origine in C.
Indicati con iO, jO, kO i versori di TO, l’orientamento della terna orbitale
e` il seguente: kO e` diretto verso il centro di massa del Sole; iO appartiene al
piano orbitale, e` ortogonale a kO e il suo verso e` concorde a quello del vettore
velocita`; jO e` ortogonale ai precedenti due versori ed orientato in modo tale
da generare una terna levogira.
Il sistema di riferimento TB e` invece definito in modo tale che C concida
con il centro del quadrato; l’asse z sia ortogonale al piano della vela; gli assi
x e y, che pertanto giacciono sul tale piano, siano coincidenti con le diagonali
del quadrato.
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Per definire l’orientamento della vela, ovvero l’orientamento di TB rispetto
a TO, vengono solitamente introdotti gli angoli di Eulero: questi rappresenta-
no gli angoli delle tre rotazioni che e` necessario effettuare per far coincidere
le terne TB e TO. Le tre rotazioni sono effettute nel modo seguente:
 si ruota TO intorno a kO di un angolo ψ fino a portare il versore iO nel
piano individuato dai versori kO e i; indichiamo con T ′O la nuova terna
cos´ı ottenuta e con i′O e j
′
O i versori ottenuti dalla rotazione di iO e jO;
 si ruota T ′O intorno a j ′O di un andolo θ in modo tale che x′O coincida
con xB; siano quindi k
′′
O e x
′′
O gli altri due versori della nuova terna T ′′O ;
 si ruota infine T ′′O di un angolo φ intorno a xB in modo tale che le due
terne coincidano.
I tre angoli φ, θ e ψ rappresentano quindi i tre angoli di Eulero.
Per indicare le componenti di un vettore ω in un determinato sistema di
riferimento T verra` utilizzata la notazione [ω]T .
Combinando le tre rotazioni precedenti, si ha:
[ω]TB = T · [ω]TO (2.1)
dove ω e` un generico vettore e la matrice di rotazione T e` definita da:
T =
 cθcψ cθsψ −sθ−cφsψ + sφsθcψ cφcψ + sφsθsψ sφcθ
sφsψ + cφsθcψ −sφcψ + cφsθsψ cφcθ
 (2.2)
in cui per brevita` di scrittura c = cos e s = sin.
La (2.1) descrive completamente il passaggio di coordinate da un sistema
di riferimento all’altro.
2.1.1 Direzione della pressione di radiazione rispetto
alla vela
Risultera` utile, nell’analisi della dinamica del sistema, esprimere la dire-
zione della pressione di radiazione eS nel sistema di riferimento solidale alla
11
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vela in funzione degli angoli di Eulero. Si puo` osservare che il versore eS,
per la definizione della terna orbitale, ha la stessa direzione di kO ma verso
opposto. Pertanto risulta essere:
[eS]TO =
[
0 0 −1
]T
e utilizzando la (2.1)
[eS]TB = T ·
[
0 0 −1
]T
=
 sin θ− sinφ cos θ
− cosφ cos θ
 (2.3)
Si puo` osservare che la direzione della pressione di radiazione e` indipendente
da ψ.
2.1.2 Angolo di cono e angolo di clock
La conoscenza dei tre angoli di Eulero determina in maniera univoca l’o-
rientamento della vela. Tuttavia, come introdotto nel par. 1.1.2, l’aspetto
cruciale nel controllo dell’assetto di una vela risulta essere il corretto orien-
tamento della forza esercitata dalla pressione di radiazione sulla vela stessa.
Secondo la (1.1) tale direzione coincide con quella del versore n normale alla
superficie della vela.
Nello studio delle vele solari, alternativamente agli angoli di Eulero, si e`
soliti introdurre altri due angoli per individuare la direzione di n: l’angolo
di cono α e l’angolo di clock δ [1]. Il primo e` definito come l’angolo formato
dal versore eS con il vettore normale al piano della vela (nella direzione della
parte in ombra della vela) (fig. 2.1). Pertanto, una volta definiti α e eS, n
appartiene alla superficie di un cono di semiapertura α e asse eS. L’angolo
δ invece e` definito come l’angolo formato tra la proiezione di n su un piano
ortogonale a eS, con una direzione fissa. E’ stata scelta arbitrariamente
come direzione di riferimento quella individuata dal versore iO, con l’angolo
misurato positivo in senso antiorario, come illustrato in fig. 2.2.
Le relazioni che intercorrono tra gli angoli di Eulero e i due angoli appena
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α
x
Y
Z
n
es
Figura 2.1: Definizione dell’angolo α.
α
δ
n
es
π
xi
Figura 2.2: Definizione delll’angolo δ.
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introdotti possono essere ricavate osservando che le componenti di n rispetto
a TB sono:
[n]TB =
[
0 0 1
]T
Dalla definizione di α e δ, si puo` osservare che le componenti di n sono
esprimibili in funzione dei due angoli nel sistema di riferimento orbitale,
ovvero:
[n]TO =
sinα cos δsinα sin δ
− cosα

e invertendo la (2.1):sinα sin δsinα cos δ
− cosα
 =
cosφ cosψ sin θ + sinφ sinψcosφ sinψ sin θ − sinφ cosψ
cosφ cos θ

Eliminando α dalle prime due equazioni si ottiene infine:
cosα = − cosφ cos θ
tan δ =
sin θ + tanφ tanψ
tanψ sin θ − tanφ
(2.4)
La relazione precedente permette di ricavare α e δ a partire dagli angoli
di Eulero. Tuttavia il passaggio inverso non e` univocamente determinato.
Infatti la direzione di n risulta invariante a rotazioni della vela rispetto ad
n stessa, ovvero, fissati α e δ, e` lasciato al sistema un grado di liberta`.
2.2 Dinamica del sistema
Per descrivere la dinamica del sistema e` necessario ricavare l’andamento
temporale degli angoli di Eulero. Indichiamo quindi con ω la velocita` an-
golare della terna TB rispetto alla terna inerziale, che corrisponde pertanto
alla velocita` angolare della vela. Dal teorema di composizione delle velocita`
14
CAPITOLO 2. MODELLAZIONE DEL PROBLEMA
angolari si puo` ricavare la seguente [4]:
[ω]TB =
ωxωy
ωz
 = T ·
 0ω0
0
+ TΩ ·
φ˙θ˙
ψ˙
 (2.5)
dove T e` sempre definita dalla (2.2) mentre TΩ e` definita da:
TΩ =
1 sinφ tan θ cosφ tan θ0 cosφ − sinφ
0 sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

Infine ω0 rappresenta la velocita` angolare orbitale, che nel caso di orbita
circolare e` esprimibile come:
ω0 = −
√
µ
r3
in cui µ e` il parametro gravitazionale del Sole e r il raggio dell’orbita circo-
lare. L’andamento di ω0 e` riportato in fig. 2.3 per i valori della distanza dal
Sole di interesse.
Dalla (2.5) si possono esplicitare le derivate temporali degli angoli di
Eulero: 
φ˙ = ωx + ωy sinφ tan θ + ωz cosφ tan θ − ω0 sinψ
cos θ
θ˙ = ωy cosφ− ωz sinφ− ω0 cosψ
ψ˙ = ωy
sinφ
cos θ
+ ωz
cosφ
cos θ
− ω0 sinψ tan θ
(2.6)
Per completare il set di equazioni che descrivono la dinamica della vela,
e` necessario esprimere la velocita` angolare della vela in relazione alla coppia
applicata. Dalla seconda equazione cardinale della meccanica dei corpi rigidi,
si ha:
MC = I · ω˙ + ω × (I · ω) (2.7)
Ipotizziamo che il sistema di riferimento TB sia baricentrale e principale d’i-
nerzia. Questa ipotesi e` del resto conforme alla scelta del sistema di riferimen-
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Figura 2.3: Andamento della velocita` di rotazione orbitale in funzione della
distanza
to come descritto nel par. 2.1. Sotto questa condizione la matrice d’inerzia I
si semplifica nella forma seguente:
I =
Ix 0 00 Iy 0
0 0 Iz

dove Ix, Iy e Iz indicano i momenti principali d’inerzia rispettivamente lungo
i tre assi corpo x, y e z.
E’ opportuno ossevare che tale matrice non sara` costante nel tempo, ma
subira` delle variazioni dovute al fatto che la vela non e` un corpo rigido. Infatti
vi sono delle parti, nello specifico i quattro specchi, che possono avere un
moto relativo rispetto alla vela stessa. Tuttavia, considerato che gli specchi
hanno una massa molto inferiore rispetto a quella della vela, si considerera` nel
seguito trascurabile tale cambiamento e verra` pertanto assunta accettabile
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l’approssimazione di corpo rigido1.
Dalla (2.7) si ottiene:
ω˙x =
Mx
Ix
+
Iy − Iz
Ix
ωyωz
ω˙y =
My
Iy
+
Iz − Ix
Iy
ωxωz
ω˙z =
Mz
Iz
+
Ix − Iy
Iz
ωxωy
(2.8)
che corrispondono alle classiche equazioni di Eulero della meccanica dei corpi
rigidi.
Il sistema di equazioni (2.8) accoppiato con il sistema (2.6), descrive com-
pletamente la dinamica del sistema una volta assegnate le condizioni iniziali
e la coppia esterna applicata.
Definendo il vettore degli stati, degli ingressi e delle uscite nel modo
seguente:
x ,
[
ωx ωy ωz φ θ ψ
]T
u ,
[
Mx My Mz
]T
y ,
[
φ θ ψ
]T
la dinamica del sistema puo` essere espressa in forma matriciale nel modo
seguente: {
x˙ = f(x) + B · u
y = C · x
(2.9)
1In realta` l’approssimazione di corpo rigido era gia` stata effettutata con l’utilizzo
della (2.7).
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in cui:
f(x) ,

ωyωz (Iy − Iz) /Ix
ωxωz (Iz − Ix) /Iy
ωxωy (Ix − Iy) /Iz
ωx + ωy sinφ tan θ + ωz cosφ tan θ − ω0 sinψ/ cos θ
ωy cosφ− ωz sinφ− ω0 cosψ
ωy sinφ/ cos θ + ωz cosφ/ cos θ − ω0 sinψ/ tan θ

(2.10)
B ,

1/Ix 0 0
0 1/Iy 0
0 0 1/Iz
0 0 0
0 0 0
0 0 0

(2.11)
C ,
0 0 0 1 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
 (2.12)
Questo sistema di equazioni differenziali del primo ordine risulta essere
non lineare, sia per l’accoppiamento delle velocita` angolari nell’equazioni di
Eulero, sia a causa delle funzioni trigonometriche che definiscono l’andamen-
to degli angoli di Eulero. Queste non-linearita` sono tutte racchiuse nella
funzione f(x). Dal momento che non sono state trovate soluzioni generali in
forma chiusa del sistema precedente, e` nessessario effettuare una risoluzione
di tipo numerico.
Il vettore degli ingressi rappresenta la coppia esterna complessiva che
viene applicata alla vela ed e` determinata dalla sovrapposizione di diversi
contributi:
 coppia di controllo;
 coppia di disturbo (dovuta ad esempio al gradiente di gravita`, al campo
magnetico, . . . );
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 coppia dovuta alla non coincidenza del centro di pressione e del centro
di massa.
In questa sede verranno trascurate le coppie di disturbo e verra` ipotizzato
che non ci sia nessun scostamento del centro di pressione dal centro di massa.
Pertanto la coppia esterna si riduce alla coppia di controllo, ovvero la coppia
generata dai quattro specchi.
2.3 Generazione della coppia
Come descritto nel par. 1.3, il sistema di controllo, che e` applicato ad
una vela di forma quadrata, e` rappresentato da quattro superfici triangolari
aggiuntive (specchi) fissate ai vertici del quadrato.
Risulta a questo punto necessario determinare la coppia espressa da ogni
singolo specchio. Indicati con L e ei rispettivamente il modulo e il versore
della distanza del centro di pressione dell’i-esimo specchio dal baricentro della
vela e con F i la forza esercitata sempre dall’i-esimo specchio, si ha:
M i = Lei × F i (2.13)
Coerentemente al modello esposto nel par. 1.2, utilizzando la (1.1), si ottiene:
M i = Lei ×
(
PSηAvni (eS · ni)2
)
(2.14)
in cui Av e` l’area di un singolo specchio, ni il versore normale all’i-esimo
specchio.
Con le ipotesi del paragrafo precedente la coppia esterna, coincidente con
la coppia di controllo, e` determinata dalla somma delle coppie generate dai
singoli specchi, ovvero:
MC =
4∑
i=1
M i
Approssimando il centro di pressione dei singoli specchi con il punto in
cui questi sono fissati alla vela, considerando cioe` le forze applicate sulle
19
CAPITOLO 2. MODELLAZIONE DEL PROBLEMA
X
B
Y
B
ZB
C
1
2
3
4
L
e
1
Figura 2.4: Disposizione geometrica degli specchi.
diagonali della vela, i versori delle distanze sono semplicemente:{
e1 = −e3 = i
e2 = −e4 = j
(2.15)
Consideriamo, in questo modello, che ogni singolo specchio possegga un
solo grado di liberta`, nello specifico che sia libero di ruotare intorno alla con-
giungente tra centro di massa della vela e centro di pressione degli specchi,
ovvero intorno alla diagonale su cui e` fissato. In tal modo la normale di ogni
specchio, e quindi la forza generata, ha componente nulla nella direzione di
ei. E’ da osservare infatti come una scelta diversa risulti apparentemente non
ottimale in quanto genererebbe una forza con componente non nulla nella di-
rezione del braccio; tale componente risulta sprecata ai fini della generazione
della coppia di controllo.
Per determinare l’orientamento dell’i-esimo specchio e` sufficiente quin-
di un unico angolo δi, ovvero l’angolo formato dalle normali delle superfici
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della vela dell’i-esimo specchio, misurato in senso antiorario e osservato dai
semiassi positivi2, come illustrato in fig. 2.5.
δ1
δ1
n1
z
y
(a)
δ2
δ2
n
2
z
x
(b)
δ3
δ3
n3
z
y
(c)
δ4
δ
4
n
4
z
x
(d)
Figura 2.5: Direzione delle normali di ogni specchio.
La direzione normale ad ogni specchio e` quindi:
n1 =
[
0 − sin δ1 cos δ1
]
n2 =
[
sin δ2 0 cos δ2
]
n3 =
[
0 − sin δ3 cos δ3
]
n4 =
[
sin δ4 0 cos δ4
]
(2.16)
Per non appesantire la notazione sara` omesso da qui in poi il sistema di
riferimeto rispetto a cui si esprimono le componenti dei vettori, in quanto si
2Con semiasse positivo si intende il semiasse positivo delle x per gli specchi 2 e 4 e
quello positivo y per gli specchi 1 e 3.
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fara` sempre riferimento (salvo specifica indicazione) alla terna solidale alla
vela.
Tuttavia, considerando che la pressione di radiazione puo` effettuare uni-
camente un’azione di spinta, la direzione della forza dipendera` anche dalla
direzione dell’orientamento della pressione di radiazione.
Se il versore della pressione di radiazione e n sono concordi, ovvero l’ango-
lo compreso tra i due e` minore di pi/2, allora la direzione della spinta coincide
con n; in caso contrario la spinta ha verso opposto. Ovvero:
F i = sign (eS · ni) ηPSAv (eS · ni)2ni (2.17)
dove con sign (·) si e` indicata la funzione segno:
sign (·) =
{
1 se (·) > 0
−1 se (·) < 0
Sostituendo la (2.17) nella (2.13):
mi =
M i
Mn
= sign (eS · ni) (eS · ni)2 (ei × ni) (2.18)
dove con mi si e` indicata la coppia normalizzata con la coppia massima
esprimibile da ogni specchio
Mn = ηLPSAv
Come era lecito attendersi, la relazione (2.18) e` continua, in quanto la discon-
tinuita` introdotta dalla funzione segno e` annullata dal fatto che il prodotto
scalare e` in quella circostanza nullo.
Sostituendo infine la (2.3), la (2.15) e la (2.16) nella (2.18) e separando
le tre componenti si ricava:
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
mx =
Mx
Mn
= Γ2 cos δ2 − Γ4 cos δ4
my =
My
Mn
= −Γ1 cos δ1 + Γ3 cos δ3
mz =
Mz
Mn
= −Γ1 sin δ1 − Γ2 sin δ2 + Γ3 sin δ3 + Γ4 sin δ4
(2.19)
dove e` stato posto per semplicita` di scrittura:
Γ1 = sign (eS · n′1) [cos θ (sin δ1 sinφ− cos δ1 cosφ)]2
Γ2 = sign (eS · n′2) [sin δ2 sin θ − cos δ2 cosφ cos θ]2
Γ3 = sign (eS · n′3) [cos θ (sin δ3 sinφ− cos δ3 cosφ)]2
Γ4 = sign (eS · n′4) [sin δ4 sin θ − cos δ4 cosφ cos θ]2
Le equazioni precedenti forniscono la coppia applicata lungo i tre assi
principali che risulta essere funzione dei due angoli di Eulero φ e θ, in quanto
ovviamente determinano l’orientamento della pressione di radiazione, e dei
quattro angoli di controllo dei singoli specchi δi.
In generale i due angoli di Eulero saranno parametri assegnati, mentre i
quattro angoli di controllo sono da determinarsi in funzione delle coppia che
si vuole generare.
Osservando il sistema di equazioni precedente, si osserva che la coppia
lungo l’asse x puo` essere fornita solo dagli specchi numero 2 e 4, come era
lecito attendersi in quanto il centro di pressione degli altri due giace proprio
sull’asse x e quindi la forza generata da questi ultimi ha braccio nullo. Ana-
logamente la coppia lungo l’asse y e` determninata unicamente dagli specchi
1 e 3. Invece tutti e quattro gli specchi possono contribuire alla coppia lungo
z.
Anche se il sistema di equazioni e` accoppiato, ovvero l’andamento tempo-
rale di ogni specchio e` correlato a tutti e tre gli altri, quello che ci si aspetta e`
un andamento degli specchi strettamente connesso a coppie, ovvero lo spec-
chio 1 connesso al 3, e il 2 al 4. Come caso particolare se l’angolo δ1 (δ2) e`
uguale all’angolo δ3 (δ4), le superfici degli specchi sono parallele ed essendo
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il braccio opposto la coppia lungo y (x) e` nulla.
Essendo funzioni di quattro e sei variabili risulta complesso graficare l’an-
damento generale in funzione degli angoli degli specchi. Puo` invece facilmente
essere graficata la coppia massima ottenibile lungo le tre direzioni in funzione
dell’orientamento della vela. Questi grafici sono riportati nelle fig. 2.6–2.8,
in cui le superfici rappresentano il valore della coppia massima normalizzata
in funzione dei due angoli di Eulero.
Dai grafici precedenti si puo` osservare che per quanto concerne la coppia
normalizzata lungo x e lungo y il valore massimo ottenibile e` quello unitario.
Infatti potendo la pressione di radiazione effettuare solo un’azione di spinta,
considerando i due specchi diametralmente opposti, solo uno di essi puo`
fornire un contributo di segno positivo, mentre l’altro fornisce un contributo
di segno negativo. La coppia massima lungo queste due direzioni e` pertanto
limitata superiormente dalla coppia Mn esprimibile da un singolo specchio.
Il valore unitario puo` invece essere superato dalla coppia lungo z perche`
tutti e quattro gli specchi possono contribuire positivamente, anche se in tal
caso ognuno non potra` generare la coppia massima.
Inoltre dalla fig. 2.7 si puo` constatare che per valori di θ prossimi a pi/2
la coppia massima ottenibile lungo y e` nulla. Questo deriva direttamente
dalla (2.16) in cui My e` proporzionale al coseno di θ. Tale risultato puo` essere
interpretato in termini fisici: se θ e` uguale a pi/2, la pressione di radiazione
e` diretta parallelamente all’asse x e quindi non puo` generare nessuna forza
utile essendo parallela alla superficie degli specchi 1 e 3 per qualsiasi valore
dei due angoli di controllo.
Infine dalle tre figure precedenti si osserva che i valori massimi di tutte le
componenti siano ottenibili quando i valori degli angoli φ e θ sono entrambi
nulli.
Insieme alle tre figure precedenti, si potrebbero inserire i grafici della
coppia minima ottenibile nelle corrispondenti direzioni. Tali grafici sono
tuttavia derivabili direttamente da quelli della coppia massima. Infatti se
una configurazione degli angoli di controllo[
δ∗1 δ
∗
2 δ
∗
3 δ
∗
4
]
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Figura 2.6: Coppia massima normalizzata lungo x in funzione dei due angoli
di Eulero.
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Figura 2.7: Coppia massima normalizzata lungo y in funzione dei due angoli
di Eulero.
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Figura 2.8: Coppia massima normalizzata lungo z in funzione dei due angoli
di Eulero.
fornisce la coppia massima, allora la coppia minima sara` ottenta invertendo
a due a due gli angoli di controllo, in quanto in questo modo si mantiene
costante direzione e modulo della forza, in quanto e` massimizzata, ma si
inverte la direzione del braccio della coppia. La configurazione cercata degli
angoli di controllo sara` allora:[
δ∗3 δ
∗
4 δ
∗
1 δ
∗
2
]
Il valore della coppia minima e` pertanto uguale in valore assoluto alla coppia
massima, ma con segno invertito.
I grafici precedenti, per quanto forniscano delle utili informazioni sulla
coppia che e` possibile generare, non possono essere utilizzati direttamente per
la determinazione degli angoli di controllo richiesti. Non e` infatti possibile
considerare le componenti della coppia indipendenti tra di loro; ovvero non e`
in generale garantito che i valori massimi delle componenti delle coppia siano
raggiungibili contemporaneamente da un’unica configurazione degli specchi.
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Sempre in funzione dell’orientamento della vela, si riportano infine i gra-
fici degli angoli di controllo che, per ognuna delle direzioni considerate,
massimizzano la coppia nelle tre direzioni.
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Figura 2.9: Andamenti degli angoli degli specchi che generano la coppia
massima lungo x.
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Figura 2.10: Andamenti degli angoli degli specchi che generano la coppia
massima lungo y.
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Figura 2.11: Andamenti degli angoli degli specchi che generanoche generano
ssima lungo z.
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Implementazione del
controllore
Come descritto nel par. 1.3, la sintesi del sistema di controllo e` stata
realizzata analizzando manovre di rotazione di una vela da una determinata
posizione iniziale ad una finale. Indichiamo con (φi, θi, ψi) e (φf , θf , ψf ) le
terne di angoli che identificano rispettivamente l’orientamento iniziale della
vela e quello finale.
Nel capitolo precedente si sono ottenute le equazioni che descrivono la
dinamica del sistema e le relazioni che legano la coppia generata con gli
angoli di controllo degli specchi.
Rimane il problema di come determinare gli angoli di controllo in funzione
della rotazione che si vuole effettuare.
3.1 Strategia di controllo
Una prima strategia potrebbe essere quella di sostituire direttamente
le (2.19) nelle (2.8). In questo modo si otterrebbe un sistema che ha come
ingresso gli angoli di controllo degli specchi e come uscite gli angoli di Eulero
(fig. 3.1). Tuttavia, osservando le equazioni in gioco, si osserva che le compli-
cazioni analitiche introdotte sono notevoli; inoltre l’implementazione di un
controllore non risulta particolarmente agevole viste le non-linearita` presenti,
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Sistema reale
Controlloreδi
x
y
r
Figura 3.1: Schema di controllo in cui l’ingresso del sistema sono direttamente
gli angoli degli specchi.
in modo particolare quelle introdotte dalle equazioni per la generazione delle
coppia.
La strategia qui adottata e` stata invece quella di scindere il proble-
ma e analizzare separatamente la dinamica del sistema e il problema della
determinazione degli angoli di controllo.
Nella fase di controllo della rotazione vera e propria si e` analizzata la
dinamica della vela, assimilabile cioe` alla dinamica di un generico corpo rigido
in orbita circolare attorno al Sole, in cui viene applicata una coppia esterna.
Un opportuno controllore determina, in funzione della configurazione attuale
e della rotazione che si vuole effettuare, una coppia ideale richiesta [5, 6].
Indipendetemente si studia se e come questa coppia possa esser realmente
generata dai quattro specchi. Da questa analisi si determina la coppia reale
applicata, che rappresenta l’ingresso del sistema (fig. 3.2).
Anche se fase di controllo della rotazione e fase di generazione della cop-
pia sono state considerate indipendentemente, risulta chiaro come vi siano
delle correlazioni tra le due. In modo particolare nell’implementazione del
controllore e` neccessario tenere conto dell’ordine di grandezza della coppia
che e` possibile generare: la coppia richiesta non deve essere talmente elevata
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Sistema reale
Controllore
x
y
r
Minimizzazione
Mr
Ma
Figura 3.2: Schema di controllo in cui l’ingresso del sistema e` la coppia
applicata.
da non poter esser mai applicata, talmente piccola da non sfruttare al meglio
la coppia disponibile, con un conseguente peggioramento delle prestazioni.
Per quanto riguarda la strategia di controllo scelta, si puo` osservare che
presenta i seguenti vantaggi:
 l’implementazione del controllore non presenta particolari difficolta`;
 e` possibile una trattazione analitica piu` approfondita;
 si rimane maggiormente legati alla “fisicita`” del problema, riuscendo
ad individuare con maggiore facilita` le problematiche e gli eventuali
miglioramenti da apportare.
Di contro, si riscontra una maggiore complessita` in fase di simulazione in
quanto e` necessario effettuare il calcolo dell’ingresso al sistema in due passi
successivi.
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3.2 Tipologia di controllore
Tralasciando momentaneamente la parte relativa alla generazione della
coppia, analizziamo piu` dettagliatamente la fase di controllo. Per determina-
re il controllore e` stato risolto un problema di ottimizzazione, nello specifico
un problema LQR (Linear Quadratic Regulator) [7].
Consideriamo un sistema lineare tempo continuo, la cui dinamica e` de-
scritta da:
x˙ = Ax+ Bu (3.1)
a cui si associa un funzionale di costo
J =
∞∫
0
(
xTQx+ uTRu
)
dt
in cui le matrici Q e R rappresentano i pesi relativi agli stati e agli ingressi.
Ipotizziamo di voler portare il sistema in uno stato finale xf nullo. Si puo`
dimostrare che la legge di controllo che minimizza il valore del funzionale e`:
u = −Kx
Nell’equazione precedente la matrice K e` determinata da:
K = R−1BTP (3.2)
in cui a sua volta la matrice P e` determinata risolvendo l’equazione di Riccati:
ATP + PA−PBR−1BTP + Q = 0 (3.3)
Nel caso in cui invece lo stato finale xf = 0 sia diverso da zero, la legge
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di controllo deve essere modificata nel seguente modo1:
ur = −K (x− xf ) + uf (3.4)
in cui restano ancora valide le (3.2)–(3.3) per la determinazione di K, e uf
rappresenta l’ingresso che si deve fornire una volta raggiunte le condizioni di
equilibrio, per mantenere costante il vettore dello stato finale.
Il controllore cos´ı calcolato per la retroazione e` un controllore di tipo
proporzionale. Tuttavia nel vettore degli stati sono presenti anche le tre
componenti della velocita` angolare, che, in base alla (2.5), possono essere
direttamente correlate alle derivate temporali degli angoli di Eulero. Quindi
sarebbe piu` appropriato parlare di un controllore proporzionale-derivativo.
I risultati precedenti sono validi per un sistema lineare, mentre nel nostro
caso la dinamica e` caratterizzata dalle non-linearita` introdotte dal termine
f(x). Si e` proceduto pertanto ad una linearizzazione delle equazioni della di-
namica, ovvero si e` approssimata la prima equazione della (2.9) con la (3.1).
Tale linearizzazione e` stata utilizzata esclusivamente per il calcolo del con-
trollore, mentre si sono utilizzate le equazioni non lineari ovviamente per le
simulazioni numeriche e per il calcolo delle condizioni di equilibrio.
Si rende quindi necessario scegliere il punto rispetto a cui linearizzare le
equazioni. Risulta chiaro come l’errore commesso nel considerare il sistema
lineare sia tanto maggiore quanto piu` ci si allontana dal punto di linerizzazio-
ne. Considerato che la fase in cui si desidera avere una maggiore precisione e`
evidentemente quella finale, ovvero quando siamo prossimi alla configrazione
finale e si vuole portare a zero l’errore in breve tempo, il sistema e` stato
linearizzato rispetto a tale punto.
La matrice A e` quindi determinata da:
Aij =
∂fi
∂xj
∣∣∣∣
x=xf
i, j = 1, 2, ... 6. (3.5)
1Coerentemente alla notazione standard reperibile in letteratura si e` indicato con u
l’ingresso del sistema. Per non creare ambiguita` e` stato inserito il pedice r per ricordare
che la prossima equazione non fornisce direttamente l’ingresso al sistema, ma la coppia
ideale richiesta, che puo` differire dalla coppia reale, come sara` descritto nel paragrafo
successivo.
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L’espressione analitica della matrice A e` riportata in appendice A.
3.2.1 Calcolo della matrice K
Al fine di calcolare K risulta a questo punto necessario assegnare le due
matrici dei pesi R e Q che caratterizzano il funzionale. Queste due matrici
determinano il posizionamento dei poli del sistema retroazionato, e quindi le
prestazioni del sistema di controllo.
Come preannunciato in precedenza, essendo la coppia richiesta legata alla
coppia realmente esprimibile, si vuole che queste due coppie siano indicati-
vamente dello stesso ordine di grandezza. In questo modo da un lato si limi-
tano eventuali errori numerici causati da una coppia richiesta eccessivamente
elevata; dall’altro non si penalizzano le prestazioni dinamiche del sistema,
sfruttando, soprattutto nella fase iniziale, tutta la coppia disponibile.
Si e` quindi effettuato un processo iterativo, facendo variare le matrici Q
ed R, fino ad ottenere, per le rotazioni di interesse, una coppia richiesta mag-
giore della coppia reale applicabile, ma indicativamente dello stesso ordine
di grandezza.
Attraverso questa procedura si puo` osservare che la matrice K dipende
dai seguenti fattori:
 i valori finali degli angoli di Eulero, in quanto sono il punto rispetto a
cui si linearizza il sistema e influenzano quindi direttamente la matrice
A;
 la distanza dal Sole, in quanto determina il valore della pressione di
radiazione e di conseguenza la coppia reale ottenibile;
 l’ampiezza della rotazione che si vuole effetture, poiche` influisce, nei
primi istanti di moto, sulla coppia massima richiesta.
In particolare il primo fattore influisce direttamente sulla matrice K, mentre
gli altri due sono connessi con le matrici Q ed R.
Considerando diverse rotazioni, variando sia il raggio dell’orbita circolare
che l’ampiezza della rotazione, sarebbe quindi necessario per ogni simulazio-
ne effettuata pesare opportunamente le matrici Q ed R secondo il metodo
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precedentemente illustrato. Tuttavia, per semplificare le simulazioni, le due
matrici dei pesi sono state mantenute costanti e il loro calcolo e` stato effet-
tuato una sola volta, quando la coppia reale ottenibile e` massima e quella
richiesta minima. Queste condizioni si verificano ad una distanza di 0.4 AU,
ovvero la distanza minima a cui sono state fatte le varie simulazioni, e per
rotazioni scelte arbitrariamente di 10÷ 15 deg in una direzione.
Gia` in queste condizioni sara` presente, nella parte iniziale del moto, una
saturazione della coppia, ovvero gli specchi forniranno la coppia massima
nelle direzioni di interesse, senza poter raggiungere la coppia richiesta. Tale
coppia si manterra` indicativamente costante per tutta la fase di saturazione.
Prendendo in esame rotazioni che si allontanano dalle condizioni precedente-
mente esposte, si avra` una coppia richiesta maggiore a fronte di una coppia
disponibile minore. Di conseguenza aumentera` semplicemente la durata del
periodo di saturazione. In questo modo il fatto di mantenere le due matrici
constanti non influisce sensibilmente sulle prestazioni del sistema.
Riveste una maggiore importanza invece il contributo fornito dalla varia-
zione della matrice A in funzione della condizione finale; proprio per questo
il suo calcolo e` stato ripetuto per ogni simulazione. Inoltre si osserva che due
rotazioni distinte, ma con i medesimi angoli finali di Eulero, hanno la stessa
matrice K.
3.2.2 Determinazione delle condizioni di equilibrio
Una volta determinata la matrice K, per ottenere la coppia richiesta e`
necessario determinare il vettore degli stati e degli ingressi finali. Le con-
dizioni di equilibrio possono essere ricavate in forma chiusa imponendo che
sia:
x˙
∣∣∣
φ=φf ,θ=θf ,ψ=ψf
= 0
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che fornisce il seguente sistema di sei equazioni nelle sei incognite Mie e ωie:
ωxf + ωyf sinφf tan θf + ωzf cosφf tan θf − ω0 sinψf
cos θf
= 0
ωyf cosφf − ωzf sinφf − ω0 cosψf = 0
ωyf
sinφf
cos θf
+ ωzf
cosφf
cos θf
− ω0 sinψf tan θf = 0
Mxf + (Iy − Iz)ωyfωzf = 0
Myf + (Iz − Ix)ωxfωzf = 0
Mzf + (Ix − Iy)ωxfωyf = 0
(3.6)
La risoluzione di tale sistema risulta facilitata osservano che le prime tre
equazioni sono disaccoppiate dalle restanti e possono pertanto essere risolte
indipendentemente. Considerato inoltre che derivano dalla (2.5), si ottiene:ωxfωyf
ωzf
 = T ·
 0ω0
0
 (3.7)
che risolta fornisce:
ωxf = ω0 cos θf sinψf
ωyf = ω0 (cosφf cosψf + sinφf sin θf sinψf )
ωzf = ω0 (cosφf sin θf sinψf − sinφf cosψf )
(3.8)
e per diretta sostituzione nelle restanti tre equazioni:
Mxf = − (Iy − Iz)ωyfωzf
Myf = − (Iz − Ix)ωxfωzf
Mzf = − (Ix − Iy)ωxfωyf
(3.9)
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Quindi i valori di xf e uf sono espressi da:
xf =
[
ωxf ωyf ωzf φf θf ψf
]T
uf =
[
Mxf Myf Mzf
]T (3.10)
3.3 Determinazione della coppia reale
Una volta ottenuta la coppia richiesta, rimane il problema di determinare
gli angoli degli specchi che la forniscano. Questo problema, che si riduce
all’inversione delle (2.19), presenta le seguenti difficolta`:
 la coppia richiesta puo` essere di valore troppo elevato, o in ogni caso,
fuori dalla regione di raggiungibilita`. Infatti, anche se i valori delle
componenti della coppia richiesta sono singolarmente raggingibili da
una determinata configurazione, ovvero sono minori della coppia mas-
sima ottenibile, non e` garantito che tali valori siano tutti raggiungibili
simultaneamente nella medesima configurazione degli specchi;
 le equazioni (2.19) sono troppo complesse perche` si possano invertire
con metodi elementari;
 si hanno a disposizione tre equazioni e quattro incognite, ovvero il
problema risulterebbe in generale indeterminato.
Per risolvere le problematiche sopra esposte, si e` deciso di impostare un
problema di ottimizzazione [5, 6]. Nello specifico i quattro angoli sono stati
determinati in modo tale da minimizzare il vettore differenza tra coppia ideale
richiesta e coppia reale applicata. Definendo il vettore δ come:
δ =
[
δ1 δ2 δ3 δ4
]T
questo e` determinato dalla seguente relazione:
δ = argmin
δ
∥∥∥M r −M a(δ)∥∥∥ (3.11)
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in cui M r e` la coppia richiesta determinata dalla (3.4), M a e` la coppia
applicata, con ‖·‖ si e` indicata la norma euclidea, e la funzione argmin e`
definita da:
argmin
x
f(x) := {x | ∀ y : f(y) > f(x)}
L’equazione (3.11) puo` essere anche scritta per componenti:
δ = argmin
δ
√
(Mrx −Max)2 + (Mry −May)2 + (Mrz −Maz)2 (3.12)
Essendo un problema di minimo quadratico, il valore minimo che si puo`
ottenere risulta essere ovviamente zero, quando la coppia applicata e` uguale
alla coppia richiesta.
Il maggior incoveniente di questo metodo e` il fatto che non e` garantita
l’unicita` della soluzione. In generale infatti e` possibile che vi siano due o piu`
configurazioni degli specchi che minimizzano globalmente la (3.11).
La risoluzione analitica in forma chiusa della (3.11), o alternativamente
della (3.12), non puo` essere effettuta con metodi elementari. Per cui si e`
reso necessario eseguire una risoluzione di tipo numerico mediante specifici
algoritmi.
Una strategia alternativa alla soluzione proposta consiste nel generare un
database che associ ad ogni configurazione di specchi una coppia; successi-
vamente in funzione della coppia richiesta si ricerca la configurazione voluta
degli specchi. Tuttavia, come illustrato nel precedente capitolo, la coppia
e` dipendente da sei parametri (quattro angoli degli specchi e due angoli di
Eulero). Pertanto tale metodo risulta computazionalmente sconveniente a
causa delle notevoli dimensioni che tale database occuperebbe e del tempo
necessario per la ricerca della soluzione migliore, soprattutto se e` richiesto
un elevato grado di precisione.
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Simulazioni numeriche
Come detto nei capitoli precedenti una risoluzione analitica generale del
problema con metodi elementari risulta impossibile considerata la comples-
sita` delle equazioni ricavate. E’ pertanto necessario effettuare alcune simula-
zioni numeriche al fine di valutare le caratteristiche del modello considerato.
Ogni simulazione e` determinata dall’orientamento iniziale e finale, ovvero
dalle due terne degli angoli di Eulero (φi, θi, ψi) e (φf , θf , ψf ).
Prima di descrivere l’algoritmo di calcolo verranno riassunti i passi preli-
minari, necessari per effettuare la simulazione:
 i vettori finali dell’ingresso e dello stato sono stati calcolati rispettiva-
mente secondo le (3.8)–(3.10);
 le equazioni di moto sono state linearizzate secondo le equazioni (3.1)
e (3.5);
 si e` determinatata la matrice K, una volta fornite le matrici Q ed R
secondo le equazioni (3.2) e (3.3).
Inoltre e` necessario imporre anche le condizioni iniziali della velocita` angolare.
Considerato che il contributo fornito da ω0 e` trascurabile rispetto alle velocita`
angolari che si ottengono durante il riallineamento, si e` scelto di considerare
la velocita` angolare nulla all’istante inziale.
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Determinato il controllore K e le condizioni finali di equilibrio, si e` proce-
duto all’integrazione numerica, effettuta utilizzando l’ambiente Simulink di
Matlab.
4.1 L’algoritmo di calcolo
Per quanto riguarda il risolutore numerico e` stato utilizzato un metodo
a passo variabile, nello specifico il metodo di Runge-Kutta del quarto-quinto
ordine. Il passo massimo e` stato fissato a 10 secondi, considerata la dinamica
lenta della vela.
Come condizione necessaria per interrompere la simulazione si e` impo-
sto che gli errori sui tre angoli di Eulero siano minori di una determinata
tolleranza . 
|φf − φ(t)| < 
|θf − θ(t)| < 
|ψf − ψ(t)| < 
(4.1)
Come valore di  si e` scelto 0.5 deg.
Tuttavia e` richiesto, per avere un significativo valore del tempo di rial-
lianeamento, che dall’istante in cui si interrompe la simulazione il sistema
si mantenga costantemente entro l’intervallo di errore imposto dopo l’inter-
ruzione della simulazione. In questo modo il tempo a cui si interrompe la
simulazione e` direttamente riconducibile al tempo di assestamento.
Per evitare quindi che la simulazione venga erroneamente interrotta quan-
do l’errore sui tre angoli diventa solo momentanemente inferiore al valore di
riferimento, e` stato inserito un contatore che verifichi che tale condizione sia
mantenuta per un determinato numero di passi.
L’implementazione dell’algoritmo di calcolo e` stato effettuato secondo lo
schema di fig. 4.1.
Il blocco Sistema reale descrive la dinamica del sistema, ed ha come
ingresso la coppia reale applicata.
Nel blocco Controllore e` stato inserito sia il vero e proprio controllore,
che determina la coppia richiesta, sia l’algoritmo che fornisce la coppia reale
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Figura 4.1: Schema principale dell’algoritmo di calcolo
Figura 4.2: Schema del blocco Controllore.
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Figura 4.3: Schema del blocco Controllore reale.
in funzione di quella richiesta, come illustrato in fig. 4.2. Infine nella fig. 4.3
sono e` riportato nel dettaglio il blocco che determina la coppia reale.
Al termine della simulazione sono salvati gli andamenti temporali dei
seguenti parametri di interesse: gli angoli di Eulero, la velocita` angolare, la
coppia applicata e richiesta, gli angoli di controllo degli specchi.
Riguardo ai valori degli angoli degli specchi e` necessario fare alcune preci-
sazioni. Quando si determinano tali valori mediante l’algoritmo di minimiz-
zazione non e` garantita l’unicita` della soluzione. Vi possono pertanto essere
due o piu` configurazioni degli specchi che rendono minimo il modulo della
differenza tra coppia applicata e coppia richiesta. In fig. 4.4 si e` illustrata
schematicamente questa possibilita`, considerando la coppia applicata come
funzione di un solo parametro x.
Se vi sono due o piu` configurazioni possibili, e` possibile che ad una piccola
variazione della coppia richiesta corrisponda una variazione apprezzabile degli
angoli di controllo, in quanto, per motivi puramente numerici, l’algoritmo puo`
passare da una configurazione ad un’altra completamente diversa.
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Figura 4.4: Andamento della coppia applicata in funzione di un solo
parametro. Per alcuni valori della coppia richiesta si hanno molteplici
soluzioni.
Di conseguenza gli angoli di controllo degli specchi presenterebbero un
elevato numero di discontinuita`. Matematicamente questa sarebbe una solu-
zione accettabile, in quanto la soluzione trovata minimizza la differenza tra
coppia applicata e coppia richiesta. Fisicamente non e` in realta` accettabile,
in quanto sarebbe richiesto un elevato numero di manovre per il continuo
riposizionamento degli specchi.
Tale problema e` stato risolto modificando l’algoritmo di minimizzazione:
in una prima fase si e` cercato il valore minimo locale scegliendo come punto
di partenza la soluzione ottenuta al passo precedente. In questo modo, ove
possibile, la soluzione trovata sara` vicina alla soluzione precedente e quindi gli
andamenti degli angoli di controllo degli specchi assumeranno un andamento
continuo (fig. 4.5).
Da un punto di vista matematico, fissato il primo valore di convergenza,
ovvero il primo valore per cui la coppia applicata e` uguale a quella richiesta,
si individua un ramo della soluzione che verra` seguito al variare della coppia
richiesta. Le soluzioni successive apparterranno quindi al medesimo ramo.
Puo` accadere tuttavia che il ramo sul quale ci si trova abbia un valore massi-
mo (minimo) locale inferiore (superiore) a quello di un altro ramo. Se i due
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Figura 4.5: Variazioni delle soluzioni al crescere della coppia richiesta. Tutte
le soluzioni appartengono al medesimo ramo.
rami sono sufficientemente lontani l’algoritmo non e` in grado di passare da
un ramo all’altro e trovera` la soluzione ottimale locale, che e` differente dalla
soluzione ottimale globale (fig. 4.6).
Proprio per queste ragioni, ad un algoritmo di ricerca locale e` stato affian-
cato, nel caso in cui non converga opportunamente alla soluzione cercata, un
algoritmo di ricerca globale, ottenuto modificando sistematicamente il pun-
to iniziale. Come diretta conseguenza e` possibile che siano presenti delle
discontinuita` negli angoli di controllo.
Un secondo aspetto da tenere in considerazione e` il fatto che la coppia ge-
nerata e` invariante a rotazioni di un singolo specchio di pi radianti, in quanto
gli specchi hanno due superfici riflettenti. Durante la fase di minimizzazione
si potrebbe effettuare una minimizzazione condizionata, imponendo che i va-
lori degli angoli siano compresi ad esempio nell’intervallo [−pi/2, pi/2]. Per le
osservazioni fatte in precedenza e` possibile che, seguendo un ramo, uno o piu`
angoli attraversino i valori limite dell’intervallo e quindi la soluzione presenti
una discontinuita` superflua. Si e` deciso pertanto di non imporre alcun limite
sui valori ammissibili degli angoli di controllo.
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Figura 4.6: Valore del minimo locale e globale quando la coppia richiesta
supera il valore massimo ottenibile sul ramo.
4.2 Caratteristiche della vela
Le simulazioni numeriche sono state effettuate considerando una vela qua-
drata di medie dimensioni. Le caratteristiche geometriche e inerziali della
vela sono le seguenti:
 lato della vela1: l = 40 m;
 massa totale della vela: m = 160 kg;
 area totale della vela: A = 1600 m2;
 momenti d’inerzia rispetto a TB:
– Ix = 3000 kg ·m2;
– Iy = 3000 kg ·m2;
– Iz = 6000 kg ·m2;
 superficie di ogni specchio: Av = 16 m
2.
Assegnata la lunghezza l del lato della vela, la distanza degli specchi dal
centro di massa della vela e` L = l/
√
2 ≈ 28.3 m.
1Per vele quadrate con lato della vela si intende il lato del quadrato principale.
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Analisi dei risultati
Al fine di valutare completamente il sistema di controllo implementato si
rende necessario effettuare un determinato numero di simulazioni, al variare
dei parametri fondamentali di progetto. Nello specifico possono essere modi-
ficate le condizioni iniziali, quelle finali, e la distanza dal Sole. Considerato
che le condizioni iniziali e quelle finali sono caratterizzate rispettivamente da
tre angoli, si ottiene che ogni simulazione e` determinata da sette parametri
indipendenti.
Il costo computazionale di ogni simulazione non e` trascurabile, dovendo
simulare la dinamica del sistema per un tempo che e` dell’ordine di grandezza
dei 1000 secondi. Inoltre si deve tenere presente che ad ogni passo e` necessario
effettuare una minimizzazione iterativa che aumenta notevolmente i tempi di
calcolo.
Avendo sette parametri indipendenti, risulta chiaro che coprire tutta la
casistica, anche per pochissimi valori dei singoli parametri, e` computazio-
nalmente oneroso. Ad esempio facendo assumere agli angoli solo tre valori
diversi si devono effetture 729 simulazioni, da moltiplicare eventualmente
per ogni distanza dal Sole presa in esame. Abbiamo quindi limitato l’analisi
ad alcuni casi selezionati, significativi per una valutazione complessiva del
sistema di controllo.
Si rende pertanto necessario selezionare alcuni casi specifici, che permet-
tano una valutazione complessiva del sistema di controllo. Come strategia
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generale si e` inizialmente fissata la distanza dal Sole a 0.4 AU. Si sono quindi
analizzate le rotazioni che prevedono le condizioni iniziali o quelle finali co-
stantemente nulle. Nell’ultimo paragrafo si considerano invece i cambiamenti
causati dalla variazione della distanza dal Sole, analizzando alcune semplici
rotazioni.
5.1 Variazione correlata degli angoli iniziali
Nel primo set di simulazioni condotte, sono stati fissati i valori degli angoli
di Eulero finali, in particolare tutti a valori nulli, e si sono modificati i valori
degli angoli iniziali, variando da 0 a 60 gradi con passo di due gradi, in modo
tale che fossero uguali tra di loro, ovvero:
φi = γ
θi = γ
ψi = γ

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg.
La distanza dal Sole e` stata fissata a 0.4 AU.
Questo tipo di simulazioni dovrebbe rappresentare la casistica piu` com-
plessa tra le rotazioni di interesse, in quanto richiede una rotazione contem-
poranea su tutti gli assi.
In funzione dell’ampiezza della rotazione richiesta si e` graficato il tempo
necessario per il riallineamento (fig. 5.1). Dalla figura si puo` evidenziare che
per rotazioni inferiori a 60 gradi per ogni angolo, il limite superiore del tempo
di riallineamento e` indicativamente 2000 secondi (circa 33 minuti). Anche
se il tempo di manovra potrebbe sembrare eccessivo, si deve tener conto che
il sistema di controllo, sfruttando la pressione di radiazione, e` caratterizzato
da una dinamica lenta. Inoltre tale valore e` da tenere in relazione al periodo
orbitale T della vela:
T = 2pi
√
r3
µ
(5.1)
Calcolando il rapporto tra il tempo di riallineamento e il periodo orbitale, si
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Figura 5.1: Tempo necessario per il riallineamento in funzione dell’ampiezza
della rotazione.
osserva che questo e` inferiore allo 0.03% e quindi le prestazioni del sistema
sono piu` che accettabili.
Per ogni simulazione condotta, al fine di valutare piu` nel dettaglio il
corretto funzionamento del sistema di controllo, si possono graficare gli an-
damenti temporali dei principali fattori, quali gli angoli di Eulero, le velocita`
angolari, le componenti della coppia richiesta e della coppia applicata, gli
angoli di controllo dei singoli specchi.
Nelle figure 5.2–5.5 sono riportati tali andamenti per rotazioni di 20 e 40
gradi. Si puo` osservare che nei primi istanti di moto, circa 150 secondi per la
rotazione di 20 gradi e 300 secondi per quella di 40, la coppia richiesta e` al di
fuori della regione di raggiungibilita`, come diretta conseguenza dell’algorit-
mo di calcolo del controllore. In corrispondenza di tale fase si ha quindi una
regione di saturazione degli specchi in cui l’ingresso al sistema si mantiene
indicativamente costante. In realta` durante la fase di saturazione, la coppia
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generata non e` esattamente costante in quanto, durante tale fase varia l’o-
rientamento della vela, e conseguentemente la coppia massima raggiungibile.
Analogamente gli angoli di controllo degli specchi rimangono pressoche´ co-
stanti, salvo le piccole variazioni dovute alla cambiamento dell’orientamento
della vela.
Superata tale fase, la coppia applicata segue quella richiesta e quindi il
sistema diventa in pratica equivalente ad un sistema retroazionato diretta-
mente con la coppia richiesta.
Osservando le figure 5.3 e 5.5 si nota come gli andamenti degli angoli di
controllo degli specchi sono a due a due correlati.
Confrontando inoltre i grafici di una specifica rotazione con il tempo for-
nito dalla fig. 5.1 risulta evidente che vi e` una differenza tra i tempi forniti
dai due grafici per la stessa rotazione. Questo perche´ nella fig. 5.1 si e` ri-
portato il tempo di assestamento, che rappresenta il momento da cui l’errore
si mantiene costantemente entro il range imposto. Nei grafici specifici delle
rotazioni invece si e` riportato l’andamento temporale dei parametri per tutto
il tempo della simulazione, compresa quindi anche la zona in cui l’errore e`
inferiore al limite imposto, ma si sta verificando che si mantenga tale per un
determinato numero di passi. Risulta quindi normale che vi sia una differenza
tra i tempi forniti dai due grafici.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.2: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per valori degli angoli iniziali di γ = 20 deg.
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Figura 5.3: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per valori
degli angoli iniziali di γ = 20 deg.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.4: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per valori degli angoli iniziali di γ = 40 deg.
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Figura 5.5: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per valori
degli angoli iniziali di γ = 40 deg.
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5.2 Variazione correlata degli angoli finali
Come secondo set di simulazioni si sono effettuate le rotazioni inverse
rispetto alle precedenti: si e` imposta una configurazione iniziale con i tre
angoli di Eulero nulli e si sono fatti variare quelli finali in modo analogo al
caso precedente.
φi = 0
θi = 0
ψi = 0

φf = γ
θf = γ
ψf = γ
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg.
Queste simulazioni non sono ridondanti rispetto a quelle precedenti. In
generale due rotazioni inverse non richiedono lo stesso tempo e presentano
gli andamenti dei principali parametri diversi. Infatti i problemi non sono
simmetrici a causa del diverso orientamento della pressione di radiazione.
Queste nuove simulazioni sono caratterizzate da alcune complicazioni.
Come si evince dalle fig. 2.6–2.8, la coppia massima ottenibile decresce al-
l’aumentare dei due angoli φ e θ. In pratica durante la rotazione progressiva-
mente si riduce la coppia disponibile fino a raggiungere il valore nullo quando
questi due angoli valgono 90 gradi.
Si puo` osservare che questa limitazione e` indipendentemente dalla tipo-
logia del controllore, dalla strategia di controllo, e dal fatto che gli specchi
hanno un solo grado di liberta`. Non puo` essere pertanto risolta, a meno di
non apportare sostanziali modifiche alla geometria, ma e` possibile intervenire
per aggirare il problema e ridurre gli effetti negativi che si ripercuotono sulle
prestazioni del sistema di controllo.
Le varie fasi della rotazione possono essere cos´ı schematizzate. In una
prima fase, quando la coppia disponibile e` massima, si ha un’ottima risposta
del sistema, con conseguente aumento delle velocita` angolari e degli angoli
di Eulero. Avvicinandosi alla condizione finale, il controllore modifica pro-
gressivamente la coppia richiesta; in un dato momento il controllore iniziera`
a fornire una coppia richiesta di segno opposto per ridurre le velocita` ango-
lari. Infatti nella condizione finale la velocita` angolare e` proporzionale a ω0
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che e` di alcuni oridini di grandezza inferiore alle velocita` angolari raggiunte
durante la fase di rotazione.
Se la rotazione da effettuare e` ampia, indicativamente superiore a 30
gradi, in questa configurazione la coppia disponibile e` decisamente inferiore
a quella disponibile nella configurazione iniziale; la coppia reale non riesce
a seguire quella richiesta e quindi inizia una nuova fase di saturazione. La
configurazione finale viene raggiunta con velocita` angolare ancora elevata e
quindi superata.
Per rotazioni inferiori a 50 gradi circa, la vela riesce ad arrestare ed in-
vertire la propria velocita` angolare prima che gli angoli φ e θ raggiungano
90 gradi. In questo caso gli svantaggi sarebbero in ogni caso limitati e si
riscontrano semplicemente in un aumento del tempo di riallineamento.
Invece la situazioni peggiora notevolmente per rotazioni superiori a 50
gradi. In questo caso, considerato che la coppia diminuisce progressivamen-
te, non e` possibile arrestare la velocita` angolare prima che i due angoli rag-
giungano 90 gradi, in cui la coppia e` nulla. Superando i 90 gradi, la coppia
disponibile torna lentamente ad assumere valori positivi e quindi il sistema
puo` invertire la propria velocita` angolare per riavvicinarsi alla configurazione
finale. In questo caso si raggiungono valori degli angoli di Eulero inaccet-
tabili, e il tempo necessario alla rotazione subisce un notevole incremento,
anche considerando che e` possibile che si verifichi una oscillazione di elevata
ampiezza e basso smorzamento intorno alla configurazione finale.
Appare evidente che non si ha un corretto funzionamento del sistema di
controllo. La soluzione trovata per evitare la situazione appena descritta e`
limitare il valore massimo della velocita` angolare; in questo modo anche se la
coppia disponibile e` minore, si permette di portare a zero le velocita` angolari
mentre si raggiunge la configurazione finale.
Per quelle simulazioni che presentano queste problematiche e` stato quindi
inserito un controllo aggiuntivo, che fornite la coppia richiesta e le velocita`
angolari, modifica eventualmente la coppia richiesta, nel modo seguente:{
|ωi| > ωmax
Mi · ωi > 0
⇒ Mi = 0 i = x, y, z (5.2)
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L’obiettivo e` quello di mantenere le velocita` angolari inferiori al limite fis-
sato da ωmax, piu` precisamente di non contribuire con una coppia esterna
concorde alla velocita` angolare. Tale limite deve essere valutato in funzione
della condizione finale e deve essere tanto minore quanto minore e` la coppia
disponibile in tale configurazione. E’ inoltre evidente che le modifiche ap-
portate dalla (5.2) rappresentino una approssimazione di basso livello. Per
ottimizzare il tempo di riallineamento sarebbe necessario imporre una limi-
tazione variabile in funzione sia della condizione finale sia della condizione
attuale. Queste variazioni si renderebbero inoltre necessarie se l’ampiezza
della rotazione e` particolarmente elevata.
Con le modifiche introdotte dalla (5.2), in fig. 5.6 si e` riportato il grafico
del tempo di riallineamento in funzione dell’ampiezza della rotazione.
In analogia al paragrafo precedente si sono riportati inoltre i grafici speci-
fici per le rotazioni di 20 e 40 deg. Dai grafici si vede come per la rotazione di
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)
Figura 5.6: Tempo necessario per il riallineamento in funzione del valore
dell’angolo finale γ.
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20 gradi non e` necessaria alcuna limitazione sulla velocita` angolare, in quanto
i valori della coppia disponibile sono superiori rispetto alla coppia richiesta.
Per la rotazione di 40 gradi invece si e` imposto come limite ωmax = 9·10−4
rad/s. Questo si puo` osservare dal netto cambiamento di pendenza che le cur-
ve della velocita` angolare assumono quando raggiungono tale valore. In realta`
il valore non si mantiene esattamente costante perche` l’andamento temporale
delle velocita` angolari non e` legato esclusivamente alla coppia esterna, ma
anche alle altre due componenti delle velocita`. Come conseguenza del con-
trollo sulle velocita` angolari, la coppia richiesta e quella applicata diventano
nulle in quelle zone.
Si puo` inoltre osservare che, nei primissimi istanti di moto la componente
della coppia richiesta che presenta il valore maggiore e` quella legata all’asse x.
Considerando che siamo nella configurazione iniziale, con angoli nulli, quindi
coppia disponibile massima, la coppia generata lungo l’asse x raggiunge il
valore massimo, ovvero quello unitario.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.7: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per valori degli angoli finali di γ = 20 deg.
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Figura 5.8: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per valori
degli angoli finali di γ = 20 deg.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.9: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per valori degli angoli finali di γ = 40 deg.
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Figura 5.10: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per
valori degli angoli finali iniziali di γ = 40 deg.
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5.3 Angolo θ nullo
Nei paragrafi precedenti sono state descritte alcuni riallineamenti di carat-
tere generale, come rotazioni contemporanee su tutti gli assi. Completare tali
rotazioni in un tempo contenuto da un lato fornisce delle valutazioni com-
plessive positive, ma i risultati ottenuti, in particolare gli andamenti degli
angoli di controllo degli specchi sono difficilmente interpretabili, considerata
proprio la complessita` delle rotazioni. Si vuole ora analizzare qualche caso
piu` specifico per meglio mettere in mostra alcuni aspetti salienti del sistema
di controllo.
Come descritto nel par. 2.1.2, ad ogni terna di angoli di Eulero si pos-
sono associare l’angolo di cono e l’angolo di clock. Quindi ad una generica
rotazione dei paragrafi precedenti si associano le rispettive rotazioni dei due
angoli di interesse per le vele solari, come descritto dalla (2.4).
Volendo ora semplificare il problema, al fine di ottenere una relazione
piu` esplicita che leghi direttamente la rotazione effettuata alle rotazioni del-
l’angolo di clock e dell’angolo di cono, si e` imposto che sia nella condizione
iniziale che in quella finale l’angolo θ sia nullo. Sostituendo direttamente
nella (2.4) si ottiene infatti:{
cosα = − cosφ
tan δ = − tanψ
⇒
{
α = φ+ pi
δ = −ψ
⇒
{
∆α = ∆φ
∆δ = −∆ψ
(5.3)
L’equazione precedente rimane valida quando l’angolo θ e` nullo, e quindi e`
applicabile sia alle condizioni finali e che a quelle iniziali1. Tuttavia non e`
garantito a priori che durante tutta la rotazione l’angolo θ rimanga costan-
temente nullo; quindi il legame diretto espresso dalla (5.3) non ha validita`
generale durante la rotazione se non e` verificato precedentemente il valore di
θ. Da un’analisi a posteriori si osservera` che, limitatamente alle simulazioni
effettuate, θ manterra` valori estremamente contenuti e quindi la (5.3) sara`
applicabile anche durante le varie fasi della rotazione.
1Quando si fa riferimento ai valori finali degli angoli, si considerano raggiunti quando la
simulazione converge e quindi quando l’errore e` stabilmente minore di 0.5 gradi. La (5.3)
rimane pertanto valida a meno dell’errore che ne consegue.
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Appare evindente come quella appena effettuata sia una scelta puramen-
te arbitraria, volta al solo fine di semplificare la trattazione e riscontrare
direttamente le varizioni dei due angoli della vela in funzione degli angoli di
Eulero.
In realta`, volendo in generale effettuare una rotazione di un angolo ∆α
e un angolo ∆δ si rende necessario valutare attentamente i valori finali da
attribuire agli angoli di Eulero, al fine di ottimizzare la rotazione in termini
di tempo, orientamento finale, successive manovre, etc. . .
Si considereranno prima le rotazioni ottenute facendo variare φ e ψ sepa-
ratamente. Successivamente si considerera` brevemente anche il caso di una
variazione contemporanea dei due angoli.
5.3.1 Variazioni di φi
In questo paragrafo le simulazioni sono state effettuate facendo variare
l’angolo φi, mantenendo nulli φf , ψi e ψf . L’angolo φi e` stato fatto variare
tra 0 e 60 gradi con con un passo di due gradi:
φi = γ
θi = 0
ψi = 0

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg. (5.4)
In fig. 5.11 si riporta il tempo necessario per il riallineamento in funzione
di φi. Dalla figura risalta un improvviso aumento del tempo per rotazioni di
circa 16 gradi. Tale discontinuita`, che era presente anche nei casi precedenti,
ma di minore entita`, puo` essere interpretata nel segunte modo. Per rotazioni
piccole, considerato che la velocita` angolare con cui la vela raggiunge per la
prima volta la condizione finale e` bassa, la vela riesce a mantenersi ad un
errore inferiore a 0.5 gradi fin dal primo passaggio nella configurazione finale.
Aumentando progressivamente l’ampiezza della rotazione, aumenta ri-
spettivamente la velocita` angolare con cui si raggiunge la condizione finale,
fino al mmento in cui tale velocita` impedisce di rimanere entro il limite di
errore ammissibile; l’errore ritorna ad essere pertanto superiore a 0.5 gradi
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Figura 5.11: Andamento del tempo necessario al riallineamento in funzione
del valore dell’angolo φi.
e quindi il tempo di riallineamento subisce un improvviso aumento dovuto
all’aggiungersi di una oscillazione di assestamento. Tale discontinuita` sa-
rebbe eliminabile, o in ogni caso riducibile in ampiezza, diminuendo l’errore
ammissibile.
Si riportano nel dettaglio i grafici dei parametri fondamentali della rota-
zione di 40 gradi.
Analizzando le figure si puo` osservare che per quanto riguarda i grafici
della coppia, vi e` anche in questo caso una fase di saturazione, in cui la
coppia rimane indicativamente costante; inoltre e` evidenziato che gli angoli
di maggior interesse sono δ2 e δ4 in quanto determinano direttamente l’unica
componente non nulla della coppia richiesta.
Durante la fase di saturazione questi due angoli rimangono ortogonali,
assumendo rispettivamente 0 e 90 gradi. Tale andamento era in realta` preve-
dibile a priori. Quando θ e` nullo infatti, dalla (2.1), si ricava che la pressione
64
CAPITOLO 5. ANALISI DEI RISULTATI
di radiazione ha le seguenti componenti:
es =
 0− sinφ
− cosφ
 (5.5)
e quindi ha componente non nulla solo nelle direzioni dell’asse y e z. La com-
ponente lungo l’asse y non puo` contribuire alla generazione della coppia, in
quanto e` parallela alla superficie dei due specchi per ogni angolo di controllo;
l’unica realmente utilizzabile e` la componente lungo l’asse z, che risulta esse-
re massima e minima quando le superfici degli specchi sono rispettivamente
ortogonali e parallele all’asse z, ovvero per angoli di controllo uguali a 0 e 90
gradi.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.12: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per una rotazione con φi = 40 deg.
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Figura 5.13: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per una
rotazione con φi = 40 deg.
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5.3.2 Variazioni di φf
Come secondo caso sono state effettuate le simulazoni delle rotazioni in-
verse rispetto al caso precedente. Gli angoli φi e ψ sono mantenuti nulli sia
nelle condizioni iniziali che in quelle finali e si e` fatto variare l’angolo φf tra
0 e 60 gradi, sempre con un passo di due gradi.
φi = 0
θi = 0
ψi = 0

φf = γ
θf = 0
ψf = 0
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg.
In queste simulazioni compaiono le stesse complicazioni descritte nel par. 5.2.
Il limite sul valore della velocita` angolare e` stato fissato a 12 · 10−4 rad/s.
Confrontando la fig. 5.14, in cui si riporta il tempo necessario per la rotazione
in funzione dell’angolo finale φf , con la fig. 5.11, si nota come per ampiezze
di rotazione ridotte gli andamenti sono circa coincidenti; invece per ampiezze
elevate i due grafici presentano delle differenze dovute alla limitazione della
velocita` angolare nel secondo caso.
In fig. 5.15 e 5.16 sono riportati i parametri di interesse per la rotazione
con φf di 40 deg. In particolare si osserva come, essendo in questo caso le
altre due componenti della velocita` angolare praticamente nulle, la velocita`
angolare nella componente x rimane costantemente inferiore al valore limite
imposto da ωmax.
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Figura 5.14: Andamento del tempo necessario al riallineamento in funzione
del valore dell’angolo φf .
5.3.3 Variazioni di ψi
Mantenendo sempre l’angono θ nullo, si sono successivamente condotte
le simulazioni reciproche, ovvero si e` mantenuto l’angolo φ nullo e si sono
analizzate le rotazioni facendo variare l’angolo ψ. Analogamente a quanto
effettuato nel par. 5.3.1:
φi = 0
θi = 0
ψi = γ

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg.
In fig. 5.17 si riporta il tempo necessario per effettuare la rotazione, in
funzione del valore iniziale dell’angolo ψ.
Differentemente dai casi precedentemente analizzati, la coppia richiesta
ha componente non nulla solo nella direzione z. Considerato che tutti gli
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.15: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per una rotazione con φf = 40 deg.
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Figura 5.16: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per una
rotazione con φf = 40 deg.
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Figura 5.17: Andamento del tempo necessario al riallineamento in funzione
del valore dell’angolo ψi.
specchi possono contribuire alla generazione della coppia, e` giustificato il fatto
di ottenere una coppia applicata normalizzata superiore, in valore assoluto,
al valore unitario.
Inoltre durante la fase di saturazione, quando cioe` la coppia applicata e`
quella massima generabile, i valori degli angoli di controllo possono essere
determinati attraverso semplici osservazioni.
Per quanto riguarda gli specchi 2 e 4, si ha che l’unica componente della
pressione di radiazione che puo` generare una coppia nella direzione z e` quella
appartenente proprio a tale direzione. Il valore dell’angolo che massimizza
tale coppia e` determinabile massimizzando la seguente quantita`:
cos2 δ · sin δ = max ⇒ sin δ = 1/
√
3 (5.6)
ovvero quando δ e` circa 35 gradi.
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Per quanto invece riguarda gli specchi 1 e 3 la situazione e` leggermente piu`
complessa. Cosiderando infatti la (2.19), i valori degli angoli sono ottenuti
massimizzando la seguente quantita`:
cos(δ + φ)2 · sin δ (5.7)
In questo caso anche gli angoli degli specchi sono influenzati dal valore del-
l’angolo φ. Per le rotazioni qui analizzate, in cui l’angolo φ si mantiene
praticamente nullo per tutta la durata della rotazione, massimizzare la (5.7)
equivale a massimizzare la (5.6). Di conseguenza anche gli altri due angoli
sono uguali a ±35 gradi.
Anche per questo tipo di simulazioni si riportano i grafici della rotazione
di 40 gradi.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.18: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per una rotazione di ∆α = 40 deg.
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Figura 5.19: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per una
rotazione di ∆α = 40 deg.
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5.3.4 Variazioni di ψf
Si e` proceduto quindi alle simulazioni inverse rispetto al caso precedente.
Si e` fissato il valore iniziale dell’angolo ψ e si e` fatto variare il valore finale,
sempre tra 0 e 60 gradi con un passo di due.

φi = 0
θi = 0
ψi = 0

φf = 0
θf = 0
ψf = γ
γ = 0, 2, 4, . . . 60 deg. (5.8)
Nella figura seguente si riporta in tempo necessario al riallinamento. Per
quanto riguarda la discontinuita` presente restano valide le osservazioni fat-
te in precedenza. Inoltre in analogia al par. 5.3.2, sono presenti anche in
questo caso le problematiche legate alla diminuzione della coppia disponibile
in prossimita` della configurazione finale. Anche i questa circostanza e` stato
imposto un controllo sulle velocita` angolari.
In fig. 5.21 e 5.22 si riportano i grafici per la rotazione di 40 gradi.
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Figura 5.20: Andamento del tempo necessario al riallineamento in funzione
del valore dell’angolo ψf .
5.3.5 Rotazioni combinate
Per completare il quadro delle rotazioni con l’angolo θ nullo, si sono ef-
fettuate le simulazioni facendo variare gli altri due angoli di Eulero iniziali
indipendentemente, mantenendo invece costantemente nulli quelli finali.
Queste simulazioni sono state effettuate perche` forniscono direttamente
un tempo di riferimento necessario per effettuare una generica rotazione di un
angolo ∆α e un angolo ∆δ. Questo tempo non e` necessariamente il minimo
tempo per effettuare tale rotazione, in quanto si e` arbitrariamente fissato
l’angolo θ a zero. Proprio per questo i valori forniti sono valori di riferimento,
che forniscono una prima approssimazione del tempo di riallineamento.
I due angoli iniziali sono stati fatti variare tra 0 e 60 gradi, con un passo
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Figura 5.21: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, per una rotazione di ∆δ = 40 deg.
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Figura 5.22: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, per una
rotazione di ∆δ = 40 deg.
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di 4 gradi.
φi = γ1
θi = 0
ψi = γ2

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ1 = 0, 4, 8, . . . 60 deg
γ2 = 0, 4, 8, . . . 60 deg
(5.9)
I casi analizzati nei par. 5.3.1 e 5.3.3 possono pertanto essere considerati come
un caso particolare di queste rotazioni, che forniscono invece dei risultati piu`
generali sui tempi delle varie rotazioni.
In fig. 5.23 si e` riportato il grafico relativo al tempo necessario per la
rotazione, in funzione dei due angoli iniziali. Per ottenere tale grafico si e`
effettuata inoltre una interpolazione dei risultati delle simulazioni, al fine di
ottenere una andamento piu` omogeneo. Si omettono i grafici specifici per le
singole rotazioni.
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Figura 5.23: Tempo di riallineamento in funzione dell’orientamento iniziale.
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5.4 Variazione della distanza dal Sole
Analizzata una significativa casistica per riallineamenti ad una distanza
di 0.4 AU, rimane da evidenziare i cambiamenti dovuti alla variazione del-
la distanza dal Sole. Verranno presi ora in considerazione solo alcuni casi
specifici, al fine di mettere in mostra come il tempo di riallinemanto vari in
funzione della distanza.
L’effetto primario della variazione della distanza e` la diminuzione della
pressione di radiazione e quindi della coppia disponibile. Conseguentemente
si prevede, in generale, un aumento dei tempi di riallineamento.
In tutte le seguenti simulazioni il raggio dell’orbita circolare e` stato fatto
variare tra 0.4 e 1.5 AU, con un passo di 0.05 AU.
Per quanto riguarda le tipologie di rotazioni in una prima fase si sono
analizzate le seguenti:
φi = γ
θi = 0
ψi = 0

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ = 30, 60 deg. (5.10)
In fig. 5.24 si riporta il tempo di riallineamento in funzione della distanza
dal Sole.
Risulta tuttavia piu` significativo considerare il rapporto tra il tempo di
riallineamento con il periodo orbitale, in modo tale da ottenere la percen-
tuale di una rotazione completa intorno al Sole necessaria per effettuare il
riallineamento (fig. 5.25).
Dalle due figure precedenti si osserva che, a fronte di un tempo di rial-
lineamento maggiore, all’aumentare della distanza si riduce, in generale, la
percentuale del periodo orbitale necessaria per effettuare la rotazione. In
ogni caso il rapporto tra tempo di riallineamento e periodo di rotazione si
mantiene inferiore allo 0.03%.
Si riportano piu` dettagliatamente i grafici relativi alle rotazioni di 30 gradi
ad una distanza di 0.8 e 1.2 AU.
Come si nota dai grafici all’aumentare della distanza dal Sole, aumenta
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Figura 5.24: Tempo di riallineamento, per una rotazione dell’angolo φ di 30
e 60 deg.
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Figura 5.25: Rapporto tra tempo di riallineamento e periodo orbitale, per
una rotazione dell’angolo φ di 30 e 60 deg.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.26: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, ad una distanza di 0.8 AU.
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Figura 5.27: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, ad una
distanza di 0.8 AU.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.28: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, ad una distanza di 1.2 AU.
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Figura 5.29: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, ad una
distanza di 1.2 AU.
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la zona di saturazione degli specchi. La coppia normalizzata, considerata
in valore assoluto, in gran parte del tempo assume il valore massimo pos-
sibile, ovvero quello unitario. Di conseguenza gli angoli di controllo degli
specchi rimangono praticamente fissi ai valori di 0 e 90 gradi, invertendo
rispettivamente i valori quando la coppia richiesta cambia il suo segno.
Infine, sempre variando la distanza dal Sole, si sono effettuate le rotazioni
con tutti gli angoli nulli, tranne ψi che ha assunto i valori di 30 e 60 gradi:
φi = 0
θi = 0
ψi = γ

φf = 0
θf = 0
ψf = 0
γ = 30, 60 deg. (5.11)
In analogia a quanto osservato per le rotazioni di φ, anche in questo caso si
osserva come il rapporto tra tempo di riallinemento e periodo orbitale abbia
un andamente quasi monotono decrescente all’aumentare della distanza.
Si riportano inoltre i grafici relativi alle rotazioni di 30 gradi ad una di-
stanza di 0.8 e 1.2 AU. Dal confronto degli andamenti degli angoli di controllo
degli specchi nei due casi analizzati, si individuano facilmente le fasi di sa-
turazione della coppia, che per la distanza a 0.8 AU interessa solo la parte
iniziale della rotazione, mentre per la rotazione effettuata a 1.2 AU riguarda
quasi tutta la rotazione. In tale caso, per le osservazioni effettuate per le
rotazioni di ψ, gli angoli di controllo rimangono quasi costantemente fissi ai
valori di 35 gradi, con segno positivo o negativo in funzione del segno della
coppia richiesta.
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Figura 5.30: Tempo di riallineamento per una rotazione dell’angolo ψ di 30
e 60 deg.
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Figura 5.31: Rapporto tra tempo di riallineamento e periodo orbitale per
una rotazione dell’angolo ψ di 30 e 60 deg.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.32: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, ad una distanza di 0.8 AU.
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Figura 5.33: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, ad una
distanza di 0.8 AU.
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(c) Coppia richiesta e applicata
Figura 5.34: Angoli di Eulero, velocita` angolari e coppie normalizzate in
funzione del tempo, ad una distanza di 1.2 AU.
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Figura 5.35: Angoli di controllo degli specchi in funzione del tempo, ad una
distanza di 1.2 AU.
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Conclusioni
Dall’analisi delle simulazioni proposte nel capitolo precedente e` possibile
fornire alcune valutazioni complessive sul sistema di controllo.
Il modello matematico alla base del problema e` stato ottenuto facendo
prevalentemente le seguenti approssimazioni:
 superfici degli specchi perfettamente riflettenti;
 massa e momento d’inerzia degli specchi trascurabili rispetto a quelli
della vela;
 assenza di coppie di disturbo.
Inoltre si e` utilizzato un sistema di controllo basato su strumenti non par-
ticolarmente complessi, come un controllore lineare quadratico e un algoritmo
di minimizzazione.
A favore ti questo sistema di controllo, e` necessario tenere in considerazio-
ne che l’utilizzo della pressione di radiazione per il controllo dell’assetto non
necessita di utilizzo di propeellente; inoltre l’aumento della massa della vela
e` contenuto, riducendosi, oltre ovviamente al contributo dei singoli specchi,
ad un impianto di bassa potenza per la movimentazione dei medesimi.
Attravero le rotazioni analizzate si puo` concludere che il sistema di con-
trollo permette di effettuare il riallineamento in un tempo estremamente
contenuto, in modo particolare se confrontato con i tempi caratteristici del-
l’orbita.
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Come caratteristica generale si e` rivelata positiva la strategia si analizzare
separatamente la dinamica della vela e la generazione della coppia. Tale stra-
tegia permette inoltre, eventualmente, di modificare tipologia di controllore
o utilizzare differenti metodi di determinazione della coppia reale in funzione
di quella richiesta.
Riguardo alle rotazioni analizzate, si ricava che e` possibile controllare effi-
cacemente l’orientazione della vela, per la maggior parte delle configurazioni
di interesse.
In generale rotazioni che tendono a ridurre, in valore assoluto, gli angoli
di Eulero sono piu` semplici da effettuare in quanto la coppia ottenibile dagli
specchi e` maggiore quando gli angoli assumono valori minori.
E’ possibile raggiungere valori elevati – indicativamente di 60 gradi – de-
gli angoli di Eulero utilizzando un semplice controllo della velocita` angolare
in un tempo dell’ordine di grandezza dei 2000 secondi ad una distanza di
0.4 AU. Se e` necessario effettuare rotazioni ad angoli ancora piu` elevati, e`
richiesto un tempo sicuramente maggiore, a causa della diminuzione della
coppia disponibile. Inoltre risulta indispensabile effettuare anche un oppor-
tuno controllo delle velocita` angolari, piu` articolato di quello proposto in
questa sede.
Considerando rotazioni a distanze maggiori, i tempi di riallineamento
ovviamente aumentano, rimanendo in ogni caso inferiori a 8000 secondi ad
una distanza di 1.5 AU. Nello specifico il rapporto tra tempo di riallinea-
mento e periodo orbitale presenta un andamento indicativamente monotono
decrescente all’aumentare della distaza. Per tutte le rotazioni analizzate tale
rapporto si mantiene costantemente inferiore allo 0.03 %.
Osservando che questi tempi di rotazione sono di circa quattro ordini di
grandezza inferiori al periodo orbitale, i risultati ottenuti sono estendibili,
con errore contenuto, ad orbite non circolari, di maggiore interesse pratico.
Infatti durante il riallineamento, anche per orbite ad elevata eccentricita`, non
si registra un apprezzabile cambiamento della distanza dal Sole in un periodo
cos´ı breve.
Tutti i risultati illustrati sono stati ottenuti considerando una vela si
medie dimensioni. Rimane il problema di stabilire come i tempi di riallinea-
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mento si modificano al variare delle dimensioni della vela e degli specchi di
controllo. Risulta in generale complesso determinare semplici relazioni che
permettano di scalare i tempi di riallineamento in funzione dei parametri in
gioco, considerata le non-linearita` presenti nelle equazioni.
Si suo` tuttavia osservare che i due parametri fondamentali da tenere in
considerazione sono il momento d’inerzia e la coppia massima esprimibile. Se
il rapporto tra questi due parametri riamene indicativamente uguale a quello
del caso analizzato, si puo` presumere che la dinamica del sistema sia simile
a quella in esame. Quindi fornite le dimensioni della vela, e di conseguenza
anche i suoi momenti d’inerzia, si puo` effettuare il dimensionamento degli
specchi in modo tale da mantenere tale rapporto uguale al caso analizzato.
In questo modo tale sistema di controllo puo` essere scalato anche per vele
di dimensioni diverse, valutando ovviamente la fattibilita` in funzione delle
dimensioni che gli specchi assumono.
In questa sede si sono analizzate esclusivamente rotazioni da una confi-
gurazione iniziale ad una finale. Come possibile sviluppo futuro si potrebbe-
ro analizzare le prestazioni del sistema quando viene fornito un andamento
temporale dell’orientamento della vela, ovvero valutare il ritardo con cui
l’orientamento della vela segue il segnale di riferimento.
Inoltre e` possibile modificare la strategia di minimizzazione. Nello spe-
cifico, ad esempio, si puo` utilizzare un algoritmo di una minimizzazione piu`
debole rispetto a quello applicato in questa sede, considerando separatamen-
te i contributi dei singoli specchi per la generazione della coppia. In questo
modo si effettuerebbero quattro minimizzazioni indipendenti, valutando la
differenza tra la coppia richiesta e quella fornita da ogni signolo specchio.
Semplificandosi sensibilmente il problema dal punto di vista matematico, sa-
rebbe probabilmente possibile ottenere soluzioni in forma chiusa di validita`
generale.
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Linearizzazione del sistema
La linearizzazione delle equazioni della dinamica si riduce alla linearizza-
zione del termine f(x):
f(x) ≈ Ax
Indicando con xj la generica componente j-esima di x, e con fi la compone-
nete i-esima di f si ha:
Aij =
∂fi
∂xj
∣∣∣∣
x=xf
i, j = 1, 2, ... 6.
in quanto si puo` scrivere:
dfi =
6∑
j=1
∂fi
∂xj
dxj i = 1, 2, ... 6
La matrice A puo` essere scritta come una matrice a blocchi nel modo
seguente:
A =
(
A11 0
A21 A22
)
dove la matrice A12 e` identicamente nulla in quanto la (2.8) risulta indipen-
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dente dagli angoli di Eulero. Effettuando le varie derivate si ottiene:
A11 =
 0 σxωzf σxωyfσyωzf 0 σyωyf
σzωyf σzωxf 0

in cui si e` posto: σx =
Iy−Iz
Ix
, σy =
Iz−Ix
Iy
, σz =
Ix−Iy
Iz
.
Per semplicita` di scrittura si omettera` nelle prossime equazioni il pedice
f quando si indicano gli angoli di Eulero, ricordando che sono tutti valutati
nella condizione finale.
A21 =
 1 sinφ tan θ cosφ tan θ0 cosφ − sinφ
0 sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

Infine l’ultima matrice A22 puo` essere scritta nella forma
A22 = ω0
 a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

in cui, utilizzando la (3.8), i singoli elementi sono:
a11 = cosψ tan θ
a12 = sinφ cosφ (sinψ − cosψ) / cos2 θ
a13 = cosψ/ cos θ
a21 = sinφ cosφ (sinψ − cosψ) + sin θ sinψ
a22 = 0
a23 = sinψ
a31 = cosψ/ cos θ
a32 = cosφ sinφ (sinψ − cosψ) / cos2 θ − sinψ
a33 = cosψ tan θ
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Valutazione della velocita` limite
Si illustrera` un metodo approssimato che fornisce un valore di riferimento
da poter utilizzare come limite della velocita` angolare per quelle simulazioni
che presentano le problematiche descritte nel par. 5.2.
Considereremo ad esempio una rotazione da un angolo φi ad un angolo
φf .
Il valore limite della velocita` di rotazione puo` essere interpretato come la
velocita` angolare massima che e` possibile annullare sfruttanto tutta la coppia
disponibile dall’istante in cui la coppia cambia il suo segno all’istante in cui
si raggiunge la condizione finale. Nel caso in esame la componente della
velocita` angolare critica e` la componente x.
ωmax =
∫ tf
t1
ω˙x dt
Cambiando variabile di integrazione, e utilizzando le (2.8), si ottiene:
ωmax =
∫ φf
φ1
(
Mx
Ix
+
Iy − Iz
Ix
ωyωz
)
1
φ˙
dφ
Dal grafico delle velocita` angolari si ottiene che le velocita` angolari lungo le
direzioni y e z sono trascurabili rispetto a ωx, rimanendo a valori estrema-
mente bassi. Questo permette da un lato di trascurare il secondo termine tra
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parentesi, dall’altro di apprrossimare φ˙ con ωx, ottenendo quindi:
ωmax ≈
∫ φf
φi
(
Mx
Ixωx
)
dφ (B.1)
Inoltre si deve considerare che la coppia applicata sara` sempre quella massima
nell’intervallo considerato. Utilizzando quindi la (2.19) si ottiene:
Mx = Mn · cos2 φ
che sostituita nella (B.1) fornisce:
ωmax ≈ Mn
Ix
∫ φf
φi
(
cos2 φ
ωx
)
dφ
Risulta evidente che per intergrare l’equazione precedente e` necessario cono-
scere l’andamento di ωx. Tuttavia per fornire un’espressione semplice diret-
tamente utilizzabile, si puo` ragionare in termini conservativi, considerando
che ωx < ωmax e portare fuori dall’integrale il termine ωx.
ωmax ≈ Mn
ωmaxIx
∫ φf
φi
cos2 φ dφ
da cui infine:
ωmax ≈
√
Mn
4Ix
(2 (φf − φi) + sin(2φf )− sin(2φi))
Rimane da determinare l’angolo a cui il controllore cambia il segno della
coppia richiesta. Sempre conservativamente si e` stimato: φi ≈ 23φf .
In figura si e` riportato l’andamento della velocita` massima per gli angoli
di interesse. I valori forniti dall’espressione precedente sono valori approssi-
mati che possono essere utilizzati come valori iniziali per eseguire le prime
simulazioni.
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Figura B.1: Velocita` angolare massima in funzione del valore finale di φ.
100
Bibliografia
[1] Colin Robert McInnes, Solar Sailing: Techonology, Dynamics and
Mission Applications, Springer-Praxis Series in Space Science and
Techonology, Springer–Verlag, Berlin, 1999.
[2] Bong Wie, Solar Sail Attitude Control and Dynamics, Part 1, Journal of
Guidance, Control, and Dynamics, Vol. 27, No. 4, July–August 2004.
[3] Bong Wie, Solar Sail Attitude Control and Dynamics, Part 2, Journal of
Guidance, Control, and Dynamics, Vol. 27, No. 4, July–August 2004.
[4] Giovanni Mengali, Alessandro A. Quarta, Fondamenti di Meccanica del
Volo Spaziale, Edizioni Plus, Pisa, 2007.
[5] Martina Chiaramonti, Giovanni Mengali, Alessandro A. Quarta, Attitude
Control for a Solar Sail Spacecraft, XX AIDAA Congress, Milano, Italy,
June 29 – July 3, 2009.
[6] Edward Mettler, A. Behc¸et Ac¸ikmes¸e, Scott R. Ploen, Attitude Dynamics
and Control of Solar Sails with Articulated Vanes, AIAA Guidance, Na-
vigation, and Control Conference and Exhibit, 15 – 18 August 2005, San
Francisco, California.
[7] Giuseppe Bombara, Appunti di Teoria dei Sistemi e del Controllo, SEU
- Servizio Editoriale Univesitario di Pisa, 2008.
101
